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❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢

r❡s❡r✈❡❞ t②♣❡s✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ✇❤♦ tr❛❞❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ♥♦t❤✐♥❣✱ s❤r✐♥❦s ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❈◆✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ tr❛❞❡rs ❡❛r♥✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t②♣❡s✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♥❛rr♦✇s ❛♥❞ t❤❡

✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❛ tr❛❞❡r ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ❡♥❣❛❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✱ ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s ✭t❤♦s❡ tr❛❞❡rs ✇❤♦

❢❛✈♦r t❤❡ ❈◆ ♦✈❡r t❤❡ ❉▼✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞ t②♣❡s ✭t❤♦s❡ tr❛❞❡rs ✇❤♦ ❡❛r♥ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡♥ts ❢r♦♠

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉▼✮✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈◆ ✐s

♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✐✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❇✐❛✐s

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡✱

❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛❞❡rs s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞ t♦ ❜❡✐♥❣ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢

t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②✳ ❲❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✏❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ tr✐❝❦✑ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏✉❧❧✐❡♥

✭✷✵✵✸✮✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ tr❛❞❡rs ✇✐t❤ ✇❤♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✐s t♦♦ ❝♦st❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦

✶❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ▼✐❋■❉ ✷✱ ❛♣♣r♦✈❡❞ ✐♥ ✷✵✶✹ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❏❛♥✉❛r② ✸✱ ✷✵✶✽✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝❛t❡❣♦r②
✏♦r❣❛♥✐③❡❞ tr❛❞✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t② ✭❖❚❋✮✑✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ❖❚❋ r❡❣✐♠❡ ❝❛♣t✉r❡s ❜r♦❦❡r ❈◆s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r②
s❝r✉t✐♥② t♦ ✇❤✐❝❤ ❈◆s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ ♣r✐♠❛r② ♠❛r❦❡ts ✐s ❛ ❝✉rr❡♥t✱ r❡❧❡✈❛♥t ✐ss✉❡✳

✷P✉t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡tt✐♥❣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r t♦ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ✐s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞✱
❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❛❞♦♣ts ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ q✉♦t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✳

✷



❛ s❡❝♦♥❞✱ ✜❝t✐t✐♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❤✐♠ t♦ ♦✛❡r tr❛❞❡s ❛t t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts✱ ❣✐✈✐♥❣ ③❡r♦ ♣r♦✜ts

t♦ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①❝❧✉❞❡❞ tr❛❞❡rs ❜❡❝♦♠❡

❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞✱ ❛❧❜❡✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡s ✇❤♦ ❛r❡ s❡r✈✐❝❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ✏♦r✐❣✐♥❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✑✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡✲s❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝❛✈❡❛t ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡

t❤❡ ❞❡❛❧❡r s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✱

❛s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✵✳

❍❛✈✐♥❣ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❇② t❤✐s ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❡❧❧✴❜✉② ♣r✐❝❡ ♣❛✐r

(π−, π+) ✐♥ t❤❡ ❈◆✱ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s❡s ❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■❢ ✇❡ t❤❡♥ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✈✐❛ ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❉▼ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❈◆✱ ✇❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡s ❡♠❡r❣✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ (π−, π+). ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧❡r t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡s (π−, π+) ✐♥ t❤❡ ❈◆ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r✐❝❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t

✐♥❞✉❝❡s (π−, π+) ✈✐❛ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❖✉r st✉❞② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✐s ♥♦✈❡❧ ❛♥❞ ✐t

✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❉▼s ❛♥❞ ❈◆s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t

✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ tr❛❞❡rs

❝❛♥ ❝❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❉▼ ❛♥❞ ❛ ❈◆ ✭✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ❛ ❞❛r❦ ♣♦♦❧✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t❤❡r❡♦❢✳

❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡

▼❛r❦❡t ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞✐♥❣ ✉♥❞❡r ♠❛r❦❡t ✐♠♣❛❝t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥✲

t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✲✜♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧♠❣r❡♥ ❛♥❞ ❈❤r✐ss

✭✷✵✵✶✮✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✉♥❞❡r ✐❧❧✐q✉✐❞✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❋♦rs②t❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ●❛t❤❡r❛❧ ❛♥❞ ❙❝❤✐❡❞ ✭✷✵✶✶✮✱ ❑r❛t③ ❛♥❞ ❙❝❤ö♥❡❜♦r♥ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❙❝❤✐❡❞

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❜❧♦❝❦ tr❛❞✐♥❣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✉♥❞❡r

s♦♠❡ ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r tr❛❞✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝❡

❧❡✈❡❧s✳ ❍♦rst ❛♥❞ ◆❛✉❥♦❦❛t ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❑r❛t③ ❛♥❞ ❙❝❤ö♥❡❜♦r♥ ✭✷✵✶✺✮ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ♦r❞❡rs

t♦ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✉❜♠✐tt❡❞ ❜♦t❤ t♦ ❛ ❉▼ ❛♥❞ ❛ ❈◆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦✛✲

❡①❝❤❛♥❣❡ tr❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❉▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡✛❡❝t t❤❛t ✇❡

❢♦❝✉s ♦♥✸

▼❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ ✈❡♥✉❡s ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✱ ❤❛s ❣r♦✇♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦

❞❡❝❛❞❡s✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ●♦♠❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ❉❡❣r②s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❖r✐♦❧ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s

t♦ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋❛❣❛rt ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ P♦✉②❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ st✉❞②

♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞❡❛❧❡rs ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❢♦r tr❛❞❡rs ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r t②♣❡s✱ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡

♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❛❧②③❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❡q✉❛❧ ❞❡❛❧❡rs ❛♥❞ ❛

tr❛❞❡r ✇❤♦ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡❛❧❡rs

❛♥❞ ❛♥ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ t②♣❡ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥t

✐❢✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞❡❛❧❡rs ♦❜t❛✐♥ ③❡r♦ ♣r♦✜t✳ ❖✉r s❡tt✐♥❣ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦s ❜② ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❛❧❡r ✇❤♦ ❝♦♠♣❡t❡s ✇✐t❤ ❛ ❈◆ ✇❤♦s❡

♣r✐❝❡✲s❝❤❡❞✉❧❡ ❛❞❥✉sts ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r✐❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❤❛✈❡ tr✉❡ ◆❛s❤

✸❩❤✉ ✭✷✵✶✹✮✱ ❇✉t✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❨❡ ✭✷✵✶✻✮ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡s t❤✐s ✐♠♣❛❝t✳

✸



❊q✉✐❧✐❜r✐❛✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s

❡①✐st ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇✮ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts tr❛❞❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ st♦❝❦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦✱ ❍❡♥❞❡rs❤♦tt ❛♥❞

▼❡♥❞❡❧s♦♥ ✭✷✵✵✷✮ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛❞✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t② tr❛❞❡rs✱ ❡❛❝❤ ❜✉②✐♥❣ ♦r s❡❧❧✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡

✉♥✐t✱ ❝❤♦♦s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❉▼ ❛♥❞ ❛ ❈◆✳ ■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ❞❡❛❧❡rs r❡❝❡✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♥❣❧❡✲✉♥✐t ♦r❞❡rs ❛♥❞

❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✐t② ♦r❞❡rs✳ ❉❡❣r②s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❉❛♥✐ë❧s

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❉▼s ❛♥❞ ❈◆s✳

❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝✐t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡

♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❇❛tt❛❧✐♦ ✭✶✾✾✼✮ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦❢ ♥❡✇ ❖❚❈✺ tr❛❞✐♥❣ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ♦♥ ◆❨❙❊✲❧✐st❡❞ s❡❝✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❛

t✐❣❤t❡♥✐♥❣ s♣r❡❛❞✳ ●r❡ss❡ ✭✷✵✵✻✮ ✜♥❞s t❤❛t r✐s❦✲s❤❛r✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❈◆s ❞♦♠✐♥❛t❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts

❛♥❞ ❝r❡❛♠✲s❦✐♠♠✐♥❣✻❀ ✐❢ ❞❡❛❧❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❈◆✱ t❤❡♥ t❤❡② ❝❛♥ ♦✛❡r ❜❡tt❡r ♣r✐❝❡s✳ ◆æs

❛♥❞ Ø❞❡❣❛❛r❞ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ ❈◆ s✉❝❤ ❛s ❞✐r❡❝t tr❛❞✐♥❣ ❝♦sts

✭❡✳❣✳ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣r❡❛❞✮✱ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦sts ❢r♦♠ ❞❡❧❛②❡❞ tr❛❞✐♥❣✳

❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦sts ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t tr❛❞✐♥❣ ❝♦sts✳ ◆✐♠❛❧❡♥❞r❛♥ ❛♥❞ ❘❛② ✭✷✵✶✹✮ ♣r❡s❡♥t

❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❡❞ tr❛❞❡rs ✐♥ ❈◆s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❈◆ ❞✉❡

t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛❞✐♥❣✳ ❉❡❣r②s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s✉♣♣♦rts t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝r❡❛♠✲s❦✐♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❞s

❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❛r❦ tr❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t ♠❛r❦❡t✳ ❇✉t✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

t❤❛t ❤✐❣❤ ❈◆ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❛rr♦✇❡r s♣r❡❛❞s✱ ❜✉t ♥♦ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞✳ ❆♣❡r❣✐s ❛♥❞

❱♦❧✐♦t✐s ✭✷✵✶✺✮ ✜♥❞s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ s♣✐❧❧✲♦✈❡r ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛r❦ tr❛❞✐♥❣✳ ❋♦❧❡② ❛♥❞ P✉t♥✐☛♥➨

✭✷✵✶✻✮ s❤♦✇ t❤❛t t✇♦✲s✐❞❡❞ ❞❛r❦ ♣♦♦❧s ✭✐✳❡✳✱ ❞❛r❦ ❧✐♠✐t ♦r❞❡r ❜♦♦❦s✮ ❛r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♦❢ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ❞❛r❦ ♣♦♦❧s ✭✇❤❡r❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✲❛s❦ s♣r❡❛❞✮ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r

❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ❛❞✈❡rs❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ st❛t❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥

✼✳✸ ✐♥ ●♦♠❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❞❛r❦ ♣♦♦❧ tr❛❞✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡

❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡ts✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❧✉❜❜❡❞ ✐♥ ✐ts

❞❡✜♥✐t✐♦♥✳✑

✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉♦t❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❛♥ ❛ss❡t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞❡❛❧❡r ❡♥❣❛❣❡s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢

♣r✐✈❛t❡❧②✲✐♥❢♦r♠❡❞ tr❛❞❡rs✼✳ ❚❤❡ ❞❡❛❧❡r ♠❛r❦❡t ✭❉▼ ❢♦r s❤♦rt✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ T :

R → R, ✇❤❡r❡ q ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❛ss❡t ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ t♦ ❜❡ tr❛❞❡❞✱ ♦♥ ❛ t❛❦❡✲✐t✲♦r✲❧❡❛✈❡✲✐t ❜❛s✐s✱ ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t

T (q)✳ ❋♦r q ∈ R, ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣❛✐r
(
q, T (q)

)
❛s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇✐❛✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t T (0) = 0 ❛♥❞ t❤❛t T ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❀ t❤✉s✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡

T (q) =

∫ q

0

t(s)ds, q ≥ 0,

✹●❧♦st❡♥ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ P❛r❧♦✉r ❛♥❞ ❙❡♣♣✐ ✭✷✵✵✸✮ ❛❧s♦ ✉s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s s♦ ❛s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
tr❛❞✐♥❣ ✈❡♥✉❡s ♦♥ ❉▼s ❛♥❞ tr❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✺❖❚❈ ✭♦✈❡r✲t❤❡✲❝♦✉♥t❡r✮ ✲ tr❛❞✐♥❣ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛✇❛② ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛r❦❡ts
✻❈r❡❛♠✲s❦✐♠♠✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐♥❢♦r♠❡❞ ❞❡❛❧❡rs t❡♥❞ t♦ ♣r❡❢❡r t❤❡ ❉▼✱ ✇❤❡r❡❛s ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ tr❛❞❡rs ♠♦✈❡

t♦ t❤❡ ❈◆✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✭❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✮ r✐s❦ ❢♦r t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✇❤♦ ❢❛❝❡s t❤❡ ❜❡tt❡r✲✐♥❢♦r♠❡❞ tr❛❞❡rs✳
✼❖✉r ❞❡❛❧❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✲t❤❡♦r② ❥❛r❣♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ tr❛❞❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

❛❣❡♥ts✳

✹



❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q. ❍❡r❡ t(s) ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✲t❤ ✉♥✐t ✐s tr❛❞❡❞✳

❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇✱ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛t ③❡r♦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

s❝❤❡❞✉❧❡ T t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s

S(T ) := |T ′(0+)− T ′(0−)| = |t(0+)− t(0−)|,

✇❤❡r❡ t(0−) ❛♥❞ t(0+) ❛r❡ t❤❡ ❜❡st✲❜✐❞ ❛♥❞ ❜❡st✲❛s❦ ♣r✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② C : R → R t❤❡

❞❡❛❧❡r✬s ✐♥✈❡♥t♦r② ♦r r✐s❦ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ q ✭❡✳❣✳ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❝♦sts ♦❢ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦

♦❢ s✐③❡ q ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t✲♦r❞❡r ❜♦♦❦✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ q 7→ C(q) ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❝♦❡r❝✐✈❡✽ ❛♥❞

✐t s❛t✐s✜❡s C(0) = 0.

❚❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② θ ∈ Θ := [θ, θ]. ❙♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❜✉②❡rs ❛♥❞

s❡❧❧❡rs✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ③❡r♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ Θ. ❙❛②✐♥❣ t❤❛t ❛ tr❛❞❡r✬s t②♣❡ ✐s θ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢

❤❡ tr❛❞❡s q s❤❛r❡s ❢♦r T (q) ❞♦❧❧❛rs ❤✐s ✉t✐❧✐t② ✐s u(θ, q)− T (q), ✇❤❡r❡

u(θ, q) := θψ1(q) + ψ2(q)

❛♥❞ ψ1, ψ2 : R → R ❛r❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② ψ1(0) = ψ2(0) = 0, ψ1 ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞

C(q)− ψ2(q) ≥ 0 ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ q ∈ R✳

❇❡s✐❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ♦r ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❜❡❧♦✇✮✱ ❡❛❝❤ tr❛❞❡r

❤❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s✉❜♠✐t ❛♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈◆ ❢♦r s❤♦rt✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

tr❛❞✐♥❣ ✈❡♥✉❡ ✇❤❡r❡ tr❛❞❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ✜①❡❞ ❜✐❞✴❛s❦ ♣r✐❝❡s π :=
(
π−, π+

)
✱ ❜✉t ✇❤❡r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t

❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳✾ ❋♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ π, t❤❡ q✉❛♥t✐t② w(θ;π) ≥ 0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ θ✲t②♣❡

✐♥✈❡st♦r ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡s t♦ tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❈◆✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❛♥✐ë❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ❍❡♥❞❡rs❤♦tt ❛♥❞ ▼❡♥❞❡❧s♦♥

✭✷✵✵✷✮ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ tr❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ♦r

❞♦✐♥❣ ✐t ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❉▼ ♦r t❤❡ ❈◆✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ❛♥❞

t❤❡ ❈◆✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ π ❛s ❣✐✈❡♥✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈◆ ✈✐❛ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥t♦

t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ■t ✐s ❦❡② t♦ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s t❤❛t tr❛❞❡rs

❡♥❥♦② ✐♥ t❤❡ ❈◆✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❧♦ss✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s w(·;π) t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡①

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❡♥tr② κ > 0 t♦ t❤❡ ❈◆✳ ❚❤✐s ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t

✏s♠❛❧❧✑ tr❛❞❡rs ❞♦ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♦✛✲♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✉t✐❧✐t② w(·;π) ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❈◆ s❛t✐s✜❡s

w(·;π) = w̃(·;π)− κ,

✇❤❡r❡ w̃(·;π) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s w̃(0;π) = 0 ❛♥❞ κ > 0 ✐s t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡

❈◆✳

❚❤❡ tr❛❞❡rs✬ t❤✐r❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t u(θ, 0) = 0 ❛♥❞ C(0) = 0,

❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇❡ ♠❛② ❡q✉❛t❡ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞❡ ♦❢ t❤❡ (0, 0) ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ t❤❡

❉▼✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ tr❛❞✐♥❣ ✏♥♦t❤✐♥❣ ❢♦r ♥♦t❤✐♥❣✑ ✐♥ t❤❡ ❉▼✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ♦♥❧② ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛❞❡rs ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❈◆✱ ✐✳❡✳

✽❇② ❝♦❡r❝✐✈❡ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t lim|q|→∞ C(q) = ∞.
✾■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts tr❛❞❡rs ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡tt❡r ♣r✐❝❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❈◆ tr❛❞✐♥❣ ♦❢t❡♥ ❜❡♥❡✜ts tr❛❞❡rs ✇❤♦ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✉♥✇✐♥❞ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣r✐❝❡ ✐♠♣❛❝t✳

✺



t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ t②♣❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t w(θ;π) < 0✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ r❡❢❡r t♦ u0(·;π) := max{w(·;π), 0} ❛s t❤❡

tr❛❞❡rs✬ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✭s✮✳✶✵

❚r❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ✐s ❛♥♦♥②♠♦✉s✿ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ tr❛❞❡r✬s t②♣❡ ❜❡❢♦r❡ ❤❡ ❡♥❣❛❣❡s

t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①✲❛♥t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❤❛s ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t②♣❡s ♦✈❡r Θ,

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t② f : Θ → R+. ❇❡❧♦✇ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈◆ ♦♥ t❤❡ ❉▼✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ✐ts s♣r❡❛❞✳

✷✳✶ ❚❤❡ tr❛❞❡rs✬ ♣r♦❜❧❡♠

❯♥t✐❧ ❢✉rt❤❡r ♥♦t✐❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r π t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ T ✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ tr❛❞❡r

♦❢ t②♣❡ θ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱

qm(θ) := ❛r❣♠❛①
q∈R

{
u(θ, q)− T (q)

}

❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡✱ ❢♦r qm ∈ qm(θ), ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② v(θ) := u
(
θ, qm

)
− T

(
qm

)
❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❉▼ ❛♥❞ ❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ u0(θ;π). ❆s t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ❝♦♥✈❡① ✭t❤✉s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r u0 t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡① ✐❢ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❝❛♥ ♠❛t❝❤

t❤❡ ❈◆✮✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ T ✐♥❞✉❝❡s ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ tr❛❞❡r

♦❢ t②♣❡ θ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❉▼ ✐❢ v(θ) ≥ u0(θ;π), ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t✐❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ❢❛✈♦r✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ✐❢ v(θ) < u0(θ;π). ❋♦r ❛

❣✐✈❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡ T, ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s ❜② Θe(T ;π).❲❡ s❛② t❤❛t ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ✐s ❢✉❧❧②

s❡r✈✐❝❡❞ ✐❢ ❤❡ ❡❛r♥s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✳

✷✳✷ ❚❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠

■♥ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ s❡tt✐♥❣ ❧✐❦❡ ♦✉rs✱ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✬s

♦✉t❝♦♠❡✳✶✶ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❉▼ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❜♦♦❦s

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
{(
q(θ), τ(θ)

)
, θ ∈ Θ

}
✱ ✇❤❡r❡ τ : Θ → R✱ τ = T ◦ q✱ ✐s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❉▼ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② θ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✇r✐t❡ Θe(q, τ ;π) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Θe(T ;π) ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞

t②♣❡s✳

❆t t❤❡ ♦♥s❡t✱ ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ❝♦✉❧❞ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t ❤✐s t②♣❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❝t
(
q(θ̃), τ(θ̃)

)
, ✇✐t❤

θ̃ 6= θ. ❚❤❡ ❞❡❛❧❡r str✐✈❡s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ✇❛♥ts t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t②♣❡s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❤❡ ♦✛❡rs ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦♦❦s✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ t❤❛t s❛t✐s❢②

max
θ̃∈Θ

{
u
(
θ, q(θ̃)

)
− τ(θ̃)

}
= u

(
θ, q(θ)

)
− τ(θ).

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦♦❦✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ②✐❡❧❞s ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ❤✐s ✐♥❞✐r❡❝t

✉t✐❧✐t② ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♦♥❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❤❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤✐♠✳

❚❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡♥❣❛❣✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡rs✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

✶✵❈❧❡❛r❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❝❡ ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ ❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡t❤❡r ♦r
♥♦t w(·;π) < 0. ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ tr❛❞❡rs ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s ❣❡t ❜❡tt❡r ❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ❉▼✳

✶✶❚❤❡ ❘❡✈❡❧❛t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ▼②❡rs♦♥ ✭✶✾✾✶✮✮ st❛t❡s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❤✐❞❞❡♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛♠❡s
s✉❝❤ ❛s ♦✉rs✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❞✐r❡❝t✲r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t
♦❢ t②♣❡s ✐♥❞❡①❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❛①❛t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❘♦❝❤❡t ✭✶✾✽✺✮✮ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦ ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ✇r✐t✐♥❣ τ(θ) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ T (q(θ)).

✻



❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈◆ ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥s✱ ❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡✈✐s❡ (q∗, τ∗) s♦ ❛s t♦

s♦❧✈❡

P(π) :=





sup(q,τ)
∫
Θc

e
(q,τ ;π)

(
τ(θ)− C

(
q(θ)

))
f(θ)dθ,

s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

(q(θ), τ(θ)) ∈ ❛r❣♠❛①θ̃∈Θ

{
u
(
θ, q(θ̃)

)
− τ(θ̃)

}
, ∀θ ∈ Θ

❛♥❞ τ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s.

❋r♦♠ t❤❡ ❊♥✈❡❧♦♣❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✐❢ ❛ ❝♦♥tr❛❝t
{
(q(θ), τ(θ)

)
, θ ∈ Θ

}
✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ψ1(q(θ))

❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ∂v(θ)✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ θ ∈ Θ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ∂v(θ) = v′(θ) ❛♥❞ ψ1

✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ θ ∈ Θ

q(θ) = ψ−1
1

(
v′(θ)

)
. ✭✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡① ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t②♣❡s✱ t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦♦❦ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

v(θ) = θψ1

(
ψ−1
1

(
v′(θ)

))
+ ψ2

(
ψ−1
1

(
v′(θ)

))
− τ(θ)

= θ v′(θ) + (ψ2 ◦ ψ−1
1 )

(
v′(θ)

)
− τ(θ).

✭✷✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡ Θc
e(v;π) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Θc

e(q, τ ;π).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

K̃(q) := C
(
ψ−1
1 (q)

)
− ψ2

(
ψ−1
1 (q)

)
❛♥❞ i(θ, v, q) := θ · q − v − K̃(q)

❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② C t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r Θ✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡st❛t❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠

❛s

P(π) = sup
v∈C

∫

Θc

e
(v;π)

i
(
θ, v(θ), v′(θ)

)
f(θ)dθ.

❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹ ❜❡❧♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ Pr♦❜❧❡♠ P(π) ❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ q✉❛s✐✲✉♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t②♣❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

✐♥❞❡❡❞ ✉♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❛❞❡rs ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜② ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ u0. ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s✳ ❋r♦♠

t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✿ t❤❡② ❡✐t❤❡r tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ♠❛r❦❡t ♦r t❤❡② t❛❦❡

t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥✲✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐t ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs ✐♥

s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

v(·;π) ✏t❤❡✑ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ P(π)✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ1, ψ2 ❛♥❞ C ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t K̃ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t s❛t✐s✜❡s K̃ ′(0) = 0✳

❋♦r ❛♥② v ∈ C✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ Θ0(v) :=
{
θ ∈ Θ | v(θ) = 0

}
❛s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s❡r✈❡❞ tr❛❞❡rs✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣

t❤✐s s❡t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t②♣❡s ✇❤❡r❡ t(0−) ❛♥❞ t(0+) ❛r❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❇✳✶ t❤❛t✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✇❡❧❧

❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

✼



v ∈ C s❛t✐s✜❡s v(0) = 0; t❤✉s✱ Θ0(v) 6= ∅. ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❣✐✈❡♥ π ✇❡ ✇r✐t❡

Θ0(π) := Θ0(v(·;π)).

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳ ❆ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ s♣r❡❛❞ r❡q✉✐r❡s Θ0(π) t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♥t❡r✈❛❧ [θ0(π), θ0(π)]. ❲❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇

t❤❛t t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡r❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t (θ0(π) − ǫ, θ0(π)) ❛♥❞

(θ0(π), θ0(π) + ǫ) ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉❧❧②✲s❡r✈✐❝❡❞ tr❛❞❡rs✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ǫ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥

▲❡♠♠❛ ❇✳✶✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❈◆ ✐s ♥♦t ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❧♦✇✲t②♣❡ tr❛❞❡rs✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢

θ0(π) ♦r t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ θ0(π) t❤❛t ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳ ❙♦ ❛s t♦ str❡❛♠❧✐♥❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✜♥❞

♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✏❡✐t❤❡r✲♦r✑ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛s❡✳

❖✉r ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♣❡rt❛✐♥s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣r♦♦❢ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳ Pr♦❜❧❡♠ P(π) ❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥✐q✉❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t②♣❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❝❛♥ ♣r♦✜t❛❜❧② ♠❛t❝❤ ❛❧❧ tr❛❞❡rs✬ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✉♥✐q✉❡♥❡ss

♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ P(π) ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥❞❡❡❞✱

✐♥ t❤❛t ❝❛s❡
(
i(θ, v(θ), v′(θ))

)
+

=
(
i(θ, v(θ), v′(θ))

)
❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ P̃(π) r❡❞✉❝❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ str✐❝t❧②

❝♦♥❝❛✈❡✱ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ q✉❛s✐✲✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ r❡♠❛✐♥s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❛s

✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡

♠❛①✐♠✐③❡rs✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈◆ ♦♥ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣

tr❛❞❡rs✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈◆✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧

✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✉❜✐♥❞✐❝❡s “m” ❛♥❞ “o” t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ str✉❝t✉r❡s ♦r q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ❛ ❈◆ ❤❛s ♦♥ t❤❡ s♣r❡❛❞✱ ♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡

tr❛❞❡rs✬ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ P(π).

✸✳✶ ❆ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆

❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❞❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❈◆✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ tr❛❞❡rs✬ ♦✉t✲

s✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Po ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

✉s✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡✲♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

I[v] :=

∫

Θ

i
(
θ, v(θ), v′(θ)

)
f(θ)dθ.

▲❡t BV+(Θ) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ γ : Θ → R+, ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥

❞✉❛❧✐t② ✇✐t❤ C(Θ,R), t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Θ, ✈✐❛ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛✐r✐♥❣

〈v, γ〉 :=
∫

Θ

v(θ)dγ(θ)

✽



❢♦r v ∈ C(Θ,R), ✇❤❡r❡ dγ ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ γ. ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ P♦♥tr②❛❣✐♥✬s ▼❛①✐♠✉♠

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t γ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❛t γ(θ) = 1. ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

L(v, γ) := I[v] + 〈v, γ〉, v ∈ C,

✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

〈v, γ〉 = 0 ❛♥❞ dγ(θ) = 0 ⇒ v(θ) > 0. ✭✸✮

❘❡❣✉❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥✈❡①✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡

st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ ▲❛❝❤❛♥❞✲❘♦❜❡rt ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡✐r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ ✈♦① ♣♦♣✉❧✐ s❛②✐♥❣ ✏q✉❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❥✉♠♣✑✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■❢ v ∈ C ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ L(v, γ), t❤❡♥ v ∈ C1(Θ).

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ θ 7→ v′(θ) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t q ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈◆✳ ■❢ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜② ♣❛rts✱

t❤❡♥ L(v, γ) ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦

Σ(q, γ) :=

∫

Θ

((
θ +

F (θ)− γ(θ)

f(θ)

)
ψ1

(
q(θ)

)
− C̃

(
q(θ)

))
f(θ)dθ,

✇❤❡r❡ q(θ) = ψ−1
1

(
v′(θ)

)
, ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ C̃(q) := C(q) − ψ2(q). ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡

♠❛♣♣✐♥❣

q 7→ σ(θ, q,Γ) :=
(
θ +

F (θ)− Γ

f(θ)

)
ψ1(q)− C̃

(
q
)

♣♦✐♥t✇✐s❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Γ ✭✇❡ ✉s❡ Γ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✮✳ ❋r♦♠

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ❛s

l(θ,Γ) := K−1
(F (θ) + θ f(θ)− Γ

f(θ)

)
,

✇❤❡r❡ K(q) := C̃ ′(q)/ψ′
1(q). ❋♦r ❡❛❝❤ θ ∈ Θ ❛♥❞ Γ ∈ [0, 1], t❤❡ q✉❛♥t✐t② l(θ,Γ) ✐s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ q(θ) ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t② ✭♦r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ θ 7→ l(θ,Γ) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❚❤❡ ❝r✉① ✐s t❤❡♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r γ. ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Θo := Θ0(v
∗
o), ✇❤❡r❡

v∗o s♦❧✈❡s Pr♦❜❧❡♠ Po. ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ θ ∈ Θo✱ t❤❡♥ q(θ) = T (θ) = v(θ) = 0.

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ❆✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❧❡ss v(θ) = 0, t❤❡ q✉❛♥t✐t② q(θ) < 0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✲

s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧② t❤❛t γ(θ) = 0 ❢♦r θ ∈ [θ, θ̃) ❢♦r s♦♠❡ θ̃ > θ. ❚❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞♣♦✐♥t θ0 ♦❢ Θo ✐s t❤❡♥

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

K−1
(
θ +

F (θ)

f(θ)

)
= 0.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s v ♠✉st ❜❡ ❝♦♥✈❡①✱ ♦♥❝❡ v(θ̂) > 0 t❤❡♥ v(θ) > 0 ❢♦r ❛❧❧ θ > θ̂. ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t

❡♥❞♣♦✐♥t θ0 ♦❢ Θo ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

K−1
(
θ − 1− F (θ)

f(θ)

)
= 0.

❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s F (θ)/f(θ) ❛♥❞ (1 − F (θ))/f(θ) ❛r❡ ❦♥♦✇ ❛s t❤❡ ❍❛③❛r❞ r❛t❡s✱ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✾



❢♦r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ θ 7→ l(θ,Γ) t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛r❡

d

dθ

(
F (θ)

f(θ)

)
≥ 0 ≥ d

dθ

(1− F (θ)

f(θ)

)
,

s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❇✐❛✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ Θo✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s t❤❡♥ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥

❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♣r❡❛❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✮ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t v′(θ) = ψ1(q(θ)) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

τ ′(θ) = q′(θ)
(
θψ′

1(q(θ)) + ψ′
2(q(θ))

)
.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t τ ′(θ0) ❛♥❞ τ
′(θ0) ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t T ′(0−) ❛♥❞ T

′(0+) ❛s✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ q(θ0) = q(θ0) = 0. ■❢

✇❡ ❞❡✜♥❡ φ1 := ψ′
1(0) ❛♥❞ φ2 := ψ′

2(0)✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

t(0−) = q′(θ0−)
(
θ0φ1 + φ2

)
❛♥❞ t(0+) = q′(θ0+)

(
θ0φ1 + φ2

)
. ✭✹✮

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r♦ss✐♥❣

♥❡t✇♦r❦✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s s♦ ❛s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞

❤✐t❤❡rt♦✳ ❚❤❡ ✜rst r❡✈✐s✐ts ▼✉ss❛ ❛♥❞ ❘♦s❡♥ ✭✶✾✼✽✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ ✐t

❜❡❧♦✇ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

❈◆s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Θ = [−r, r] ❢♦r s♦♠❡ r > 0✱ t❤❛t t②♣❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞

t❤❛t

u(θ, q) = θq.

❲❡ ❛❧s♦ s❡t C(q) = 0.5 q2. ❇② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t θ0 = − r
2 ❛♥❞ θ0 = r

2 . ●✐✈❡♥ t❤❛t ❛ tr❛❞❡r

♦❢ t②♣❡ θ ∈ Θo ✐s ❜r♦✉❣❤t ❞♦✇♥ t♦ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ tr❛❞❡s q(θ) = 0, t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

q(θ) = θ +
F (θ)− γ(θ)

f(θ)
= 2θ + r − 2rγ(θ)

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s

γ(θ) =





0 , θ < θ0
1
2 + θ

r , θ ∈ Θo

1 , θ > θ0

.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ q′(θ0−) = q′(θ0+) = 2 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t(0−) = −r ❛♥❞ t(0+) = r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s

❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✴❧♦✇❡st t②♣❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡s ♦✈❡r Θ = [−1, 1] ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② f(θ) = (2θ+3)/4

❢♦r θ ∈ [−1, 0) ❛♥❞ f(θ) = (3−2θ)/4 ❢♦r θ ∈ [0, 1]❀ t❤❛t C(q) = 0.5 q2 ❛♥❞ t❤❛t u(θ, q)−τ = θ·q+0.25 q2−τ.
■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❍❛③❛r❞ r❛t❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❛t

K−1
(
θ +

F (θ)

f(θ)

)
= 2

[3θ2 + 6θ + 2

2θ + 3

]
❛♥❞ K−1

(
θ − 1− F (θ)

f(θ)

)
= 2

[3θ2 − 6θ + 2

2θ − 3

]
.
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Θo ≈
[
− 0.423, 0.423

]
. ❋♦r t❤❡ s♣r❡❛❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t(0−) = q′(θ0)θ0 ≈ −1.359 ❛♥❞

t(0+) = q′(θ0)θ0 ≈ 1.359. ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ v ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ q ✭ψ1(q) = q✮ ❛♥❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t

v ≡ 0 ♦✈❡r Θo. ❲❡ ♣❧♦t ❣r❛♣❤{vo} ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r✲t②♣❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✳
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✭❜✮ Pr♦✜ts

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

❲❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❈◆ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

✉t✐❧✐t② u0(θ;π). ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

P(π) = sup
v∈C

∫

Θ

(
θ v′(t)− v(t)− K̃

(
v′(θ)

))
✶✶{Θc

e
(v)}(θ)f(θ)dθ.

❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✶✶{Θc

e
} ✐s q✉✐t❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❍♦rst

❛♥❞ ▼♦r❡♥♦✲❇r♦♠❜❡r❣ ✭✷✵✶✶✮✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦♦❦ ❝❤♦✐❝❡s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❍♦rst ❛♥❞ ▼♦r❡♥♦✲❇r♦♠❜❡r❣ ✭✷✵✶✶✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❈◆ ✐s

♣❛ss✐✈❡✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✲❣❛♠❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤✱

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❤❛s ❛s ❛ ❦❡② r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣

❝♦sts✱ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✐s ❛❜❧❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❈◆✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ u ✇❡

❝❛♥ s❤♦✇ t❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦♦❦
{
(qc(θ), τc(θ)

)
, θ ∈ Θ

}
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧♠♦st

❛❧❧ θ ∈ Θ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t u
(
θ, qc(θ)

)
− τc(θ) = u0(θ;π).

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦♦❦
{
(qc(θ), τc(θ)

)
, θ ∈ Θ

}
t❤❛t r❡♣❧✐❝❛t❡s u0(·;π) ❞♦❡s ♥♦t

s❛② ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t

τc(θ)− C(qc(θ)),

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❈◆ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ t②♣❡✲✇✐s❡ ❧♦ss❡s✳

❲✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✐♥ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♠❛② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ tr✐❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❏✉❧❧✐❡♥ ✭✷✵✵✸✮✿ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❤❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ♠❛r❦❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣

❝♦sts ❢r♦♠ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ ✐t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ❜② Cc, s❛t✐s❢② Cc(q(θ)) = τ(θ). ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ♠❛② ❛❣❛✐♥

✶✶



❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r tr❛❞❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❜✉t ♥♦✇ ❤✐s ❝♦sts ♦❢ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ C : R → R ❞❡✜♥❡❞ ❛s

C(q) := min
{
C(q), Cc(q)

}
, q ∈ R.

■♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ♥♦t❤✐♥❣ ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C, ❜✉t ✇❡ ♠✉st ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ C t♦ ✉s✐♥❣ Cc ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t✬s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛♥② tr❛❞❡❞ q✉❛♥t✐t② q, t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ C̃(q) := C
(
q
)
− ψ2

(
q
)
, t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② r❡✲✉s❡

t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s❀✶✷ ♥❛♠❡❧②✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② I t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ✉t✐❧✐t②

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C, ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s

L(v, γ) := I[v] + 〈v − u0(·;π), γ〉,

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✲s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✸✳✶ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❝❤♦♦s❡s t♦ ♦✛❡r✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞

t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ✐♥ q ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

(
θ +

F (θ)− Γ

f(θ)

)
ψ1(q)−K(q), ✭✺✮

✇❤❡r❡ K(q) := C̃(q) − ψ2(q). ❚❤✐s ♠❛② ❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r C(q) = Cc(q)✱ t❤❡

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛♥❞ q(θ) = qc(θ). ◆❡①t✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ P(π) ❛♥❞ t❤❛t t♦ P(π).

❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✱ t❤❡ ❞❡❛❧❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ q✉❛♥t✐t② t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥

✈✐❛ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ q 7→ σ(θ, q,Γ). ❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ tr✐❝❦✐❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆ ✐s t❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ♠✉st ♣❛② ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r γ.

■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ l(θ, 0) ❛♥❞ l(θ, 1) t♦ qc(θ) ✇❡ ♠❛② ♣✐♥♣♦✐♥t t❤❡ s❡t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛②

❜✐♥❞✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t
{
l(θ, 1), θ ∈ Θ

}
❛♥❞

{
l(θ, 0), θ ∈ Θ

}
❛r❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st q✉❛♥t✐t✐❡s

t❤❡ ❞❡❛❧❡r ♠❛② ♦✛❡r ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✲r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s l(θ, 1) ≤ qc(θ) ≤ l(θ, 0)✱ t❤❡r❡ ✐s

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❚❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡ t②♣❡ θ ∈ Θ✱ ✐✳❡✳(
q(θ), τ(θ)

)
=

(
qc(θ), τc(θ)

)
, ❛♥❞ τc(θ)−C

(
qc(θ)

)
< 0. ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s C

(
qc(θ)

)
= Cc

(
qc(θ)

)
❛♥❞ θ ∈ Θe(v)

❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❡r❡ ✐s ❡①❝❧✉s✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✺✳ ■t ✐s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

❚❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ P(π) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

(
i(θ, v(θ), v′(θ))

)
+
=

(
i(θ, v(θ), v′(θ))

)

❜❡✐♥❣ tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣r♦❜❧❡♠ P(π) ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡s✱

❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ P(π) ✇❤❡♥❡✈❡r C(q(θ)) = C(q(θ))✳ ❚❤❡ ❝❛✈❡❛t ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

t♦ ♣r♦❜❧❡♠ P(π) ✐s ❜❧✐♥❞ t♦✇❛r❞s ✇❤❛t ✐s ♦✛❡r❡❞ t♦ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s✱ ❛s t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s ❝♦st❧❡ss❧②

♠❛t❝❤❡❞ ✭t❤❡② ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡s❡r✈❡❞✮✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❢♦r t❤❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s

✐s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

✶✷❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✐♠♣❧② t❤❛t C̃ s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✳

✶✷



t②♣❡s (θ1, θ2) ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✭❜✉t θ1 ❛♥❞ θ2 ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞✮ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② t✇♦ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❧✐♥❡s t♦

graph{v(·;π)} ❛t (θ1, v(θ1;π)) ❛♥❞ (θ2, v(θ2;π))✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ (θ1, θ2)

♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲❤❡t❤❡r

t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✇♦✉❧❞ s✉✛❡r ❧♦ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts ♦✛❡r❡❞ t♦ t②♣❡s ♦♥ (θ1, θ2) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛❞❡rs ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤❡r❡ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ γ(θ) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ❧✐❦❡✇✐s❡ ✇✐t❤ q(θ). ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t γ ❛s t❤❡ s❤❛❞♦✇ ❝♦st ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱

✇❡ ♠❛② ✇✐s❤ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈◆ ♦♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s

♣r♦✜ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞

❢✉❧❧② s❡r✈✐❝✐♥❣✱ ❡①t❡♥❞s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❋♦r π ∈ R
2 ❣✐✈❡♥✱ ❧❡t θ̃ ∈ Θ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t v(θ;π) = u0(θ;π)

♦♥ (θ̃ − ǫ, θ̃] ❛♥❞ v(θ;π) > u0(θ;π) ♦♥ (θ̃, θ̃ + ǫ]✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

∫ θ̃

θ̃−ǫ

(
τ(θ)− C(q(θ))

)
f(θ)dθ > 0,

✇❤❡r❡
{(
q(θ), τ(θ)

)
, θ ∈ Θ

}
✐♠♣❧❡♠❡♥ts v(·;π). ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ (θ̃ − ǫ, θ̃]

❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡s t②♣❡s ♦♥ (θ̃, θ̃ + ǫ]. ❚❤❡♥ ∂v(θ̃;π) ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉❧❧✲s❡r✈✐❝✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s s✇✐t❝❤❡❞✳

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✐s t❤❛t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ tr❛❞❡rs✬

♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦ss✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧②

❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ✐s✱ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ u0 r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦ss❡s✳ ❲❡ ♣✉t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✵✳

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸ t❤❛t s❤♦✇s ❤♦✇ ❡✈❡♥ tr❛❞❡rs

✇✐t❤♦✉t ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✼✳ ▲❡t f, Θ, C ❛♥❞ u ❜❡ ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❈◆ ♦✛❡rs t❤❡ tr❛❞❡rs t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✿

u0(θ; (3.2, 3.2)) =





−0.975θ − 0.52, ✐❢ θ ≤ − 8
15 ;

0.975θ − 0.52, ✐❢ θ ≥ 8
15 ;

❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r θ ∈ (− 8
15 ,

8
15 ).

▼❛t❝❤✐♥❣ t❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts (±0.975, 0.52)✳ ❚❤✐s ✐s

♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ♥❡✈❡r ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ u0✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮✳ ■t str✐❝t❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♦♥❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮ ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ✇❤♦ ❡❛r♥

♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤ ♣❛st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭l(θ, γ(θ)) = qc(θ) ✇❤❡r❡ v t♦✉❝❤❡s u0✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ±0.675✮

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ♥❛♠❡❧② γ(−1) = 0 ❛♥❞ γ ≡ 0.030 ♦♥ (−1,−0.389]✳ ❋♦r

♣♦s✐t✐✈❡ t②♣❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② γ(1) = 1 ❛♥❞ γ ≡ 0.970 ♦♥ [0.389, 1)✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s♣r❡❛❞✱ ❣✐✈❡♥ ❜②(
t(0−), t(0+)

)
= (−1.282, 1.282)✱ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈◆ ♦♥ t❤❡ ❉▼ ❛♥❞

t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✇❡❧❢❛r❡✳

✶✸
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✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐❝❡ π = (π−, π+) ❧❡t Sm ❛♥❞ So ❜❡ t❤❡ s♣r❡❛❞s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ vo ❛♥❞ v(·;π) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

✶✳ ❧❡ss t②♣❡s ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞✱ ✐✳❡✳ Θ0(vo) ⊇ Θ0(π). ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s str✐❝t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts

θ ∈ Θ s✉❝❤ t❤❛t u0(θ;π) > vo(θ);

✷✳ ✐❢ t❤❡ t②♣❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭f ≡ (θ − θ)−1✮ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♥❛rr♦✇s✱ ✐✳❡✳ So ≥ Sm;

✸✳ t❤❡ t②♣❡✲✇✐s❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐✳❡✳ vo(θ) ≤ v(θ;π) ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ.

❲❡ ✜♥❛❧✐③❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t s❤♦✇❝❛s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤✉s ❢❛r✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✾

s❤♦✇❝❛s❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ✭♦♥❧②✮ ❡①❝❧✉❞❡s ❛❧❧

❤✐❣❤✲❡♥♦✉❣❤ ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ t②♣❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽ ❢♦❧❧♦✇ tr✐✈✐❛❧❧②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✾✳ ▲❡t ✉s r❡✈✐s✐t ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② st❡❡♣ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❛rr❛♥ts ❡①❝❧✉s✐♦♥✱

♥❛♠❡❧②✱ ❢♦r r0 < r ❧❡t

u0(θ) =




∞, ✐❢ θ ∈ [−r,−r0)

⋃
(r0, r];

0, ♦t❤❡r✇✐s❡.

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ Γ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ✐s

q(θ; Γ) := 2θ + r − 2rΓ.

■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ t②♣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ γ ≡ 0 ♦♥ [−r, θ0)
❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈❡❞ s❡t ✇❡ s❡t Γ = 0 ❛♥❞ s♦❧✈❡ 2θ + r = 0. ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❢♦r θ < −r0 ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ (−r0, θ0(Γ)),
✇❤❡r❡

θ0(Γ) := −r
2

[
1− 2Γ

]
.

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Γ ❜❡❛rs ♥♦ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡r t②♣❡s t❤❛t ❛r❡ s❡r✈✐❝❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ θ = −r0,
❜✉t ♦♥❧② ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇ t②♣❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣

✶✹



q(θ; Γ) ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ v(·; Γ) ♠✉st s❛t✐s❢② v(θ0(Γ); Γ) = 0, ✇❡

❤❛✈❡✱ ❢♦r θ ∈ [−r0, θ0(Γ)]
v(θ; Γ) = θ2 + θr

[
1− 2Γ

]
+
r2

4

[
1− 2Γ

]2
.

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s v(θ; Γ) = θq(θ; Γ)− τ(θ; Γ), ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r

♠❛r❦❡t ♦♥ [−r0, θ0(Γ)] ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐t②✲♣r✐❝❡ ♣❛✐rs
(
q(θ; Γ), θ2− r2

4

[
1−2Γ

]2)
. ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

t❤❡ ♣❡r✲t②♣❡ ♣r♦✜t ✐s

Π(θ; Γ) := −θ2 − 3

4
r2
[
1− 2Γ

]2 − 2θr
[
1− 2Γ

]
,

✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✜rst t✇♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Γ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t②♣❡s

P (Γ) :=
1

2r

∫ θ
0
(Γ)

−r0

Π(θ; Γ)dθ.

❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ Γ 7→ P (Γ) ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞ t❤❛t ✐t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛t

Γ = (r − r0)/(2r). ❆s ❛ r❡s✉❧t θ0(Γ) = −r0/2 ❛♥❞ v(θ; Γ) = θ2 + r0θ + r20/4, ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈❡❞ s❡t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ tr❛❞❡r t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆ ♦♥ [−r0, r0].

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✵✳ ❲❡ st❛② ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ s❡t✉♣ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡s ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✼✱ ❜✉t ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t u0(θ;π) =(
1−π+

3 θ6/5 − 0.001
)

+
❢♦r θ ≥ 0 ❛♥❞ u0(θ;π) ≡ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋♦r ❛♥② t②♣❡ θ s✉❝❤ t❤❛t u0(θ) > 0 ✐t ❤♦❧❞s

t❤❛t

(
qc(θ), τc(θ)

)
=

(2
5
(1− π+)θ

1/5,
2

5
(1− π+)θ

6/5 +
1

25
(1− π+)

2θ2/5 −
(1
3
(1− π+)θ

6/5 − 0.001
)
+

)
.

❲❡ ❛ss✉♠❡ π = (0, 1/2). ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣❡r✲t②♣❡ ♣r♦✜t ❢♦r ♦✛❡r✐♥❣ (qc(θ), τc(θ))✱

✐✳❡✳ τc(θ) − C(qc(θ)) = θ6/5/30 − θ2/5/100 + 0.001✱ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r t②♣❡s θ ∈ (0.0035, 0.1667)✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② u0(θ; 1/2) ≥ 0 ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r θ ≥ 0.014. ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❡ s❡❡ t❤❛t

Θe(π) ⊂ (0.014, 0.1667). ◆❡①t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

l(θ, 1) = K−1
(
θ − 1− F (θ)

f(θ)

)
≥

5
√
θ

5

❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ [0.4761, 1]. ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛② ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

(0.1667, 0.4761), ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ q(θ) = qc(θ) ❛♥❞ C
(
q(θ)

)
= C

(
q(θ)

)
. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛t θ = 0.4761. ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ v(θ;π)

❢♦r θ ∈ [0.4761, 1], ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ l(·, 1) ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t c ❜② ❡q✉❛t✐♥❣

2

∫ 0.4761

0

(
3θ2 − 6θ + 2

2θ − 3

)
dθ + c =

1

6
(0.4761)6/5 − 0.001.

❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆ t❤❛t γ(t) = 0 ❢♦r θ ∈ [−1,−0.423). ❖♥ [−0.423, 0) t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r

♠✉st s❛t✐s❢②

K−1
(
θ − γ(θ)− F (θ)

f(θ)

)
= 0,

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ γ(θ) = (3θ2 + 6θ + 2)/4 ♦♥ t❤❡ s❛✐❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐s θ0 ❛♥❞

γ(θ0). ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s v(·; Γ) s✉❝❤ t❤❛t v′(θ; Γ) = l(θ,Γ) ✇❤❡♥❡✈❡r t❤✐s

q✉❛♥t✐t② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ v(θ; Γ) = 0 ❢♦r θ ∈ [0, θ(Γ)], ✇❤❡r❡ θ(Γ) ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ l(θ,Γ) = 0.

✶✺



❆s γ(0) = 0.5, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ > 0.5.✶✸ ■♥ ❢❛❝t✱ Γ = γ(θ0) = 0.5105, θ0 = 0.007 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢

v(·; Γ) ❛♥❞ u0(·; 1/2) ♦❝❝✉rs ❛t θ = 0.0159.

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ t❤❡ t②♣❡s ♦♥ [−1,−0.423) ∪ (0.007, 0.0159] ∪ (0.1667, 1] ❛r❡ ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞✱ t❤♦s❡ ♦♥

[−0.423, 0.007] ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ (0.0159, 0.1667) ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢

t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❈◆✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t(0+) = 0.0281.

❚❤✐s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ γ(θ) ♦♥ (0, 0.007] ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❛s ✇❡ ❛❣❛✐♥ ♠✉st s♦❧✈❡ l(θ, γ(θ)) = 0, ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts

✐♥ γ(θ) = (−3θ2 + 6θ + 2)/4✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ γ ♦♥ Θe(π) ✇❡ ♠✉st r❡✇r✐t❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧

s✉r♣❧✉s ✉s✐♥❣ C(q(θ)) = τc(θ), ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥

C(q) = (55/6)q6 − (1/4)q2 + 0.001.

❚❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈✐rt✉❛❧ s✉r♣❧✉s ♠✉st ❡q✉❛❧ qc(θ) =
5
√
θ/5. ❆❢t❡r s♦♠❡ ❧❡♥❣t❤②

❛r✐t❤♠❡t✐❝ t❤❛t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s♣❛r❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ❢r♦♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

γ(θ) = F (θ)− f(θ)

[
55qc(θ)

5 − θ

]
= F (θ) ❢♦r θ ∈ Θe(π).

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❡ s♦❧✈❡ l(θ, γ(θ)) = 5
√
θ/5 s♦ ❛s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ✇❤✐❝❤

②✐❡❧❞s

γ(θ) = F (θ)− f(θ)

[
1

10
θ1/5 − θ

]
❢♦r θ ∈ [0.1667, 0.4761).

♦r

γ(θ) =
1

10
θ1/5 · 2θ − 3

4
− 3θ2 − 6θ − 2

4
❢♦r θ ∈ [0.1667, 0.4761).

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✼✱ ❤❡r❡ γ(θ) = 1 ❢♦r t②♣❡s t❤❛t ❛r❡ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t♠♦st t②♣❡s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈◆ ✈✐❛ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❡② ❛r❡ ♦✛❡r❡❞✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❢r♦♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤✐s

❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ❤♦✇ st❡❡♣ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❧❛r❣❡ t②♣❡s ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ✐t ✐s

♠❛t❝❤❡❞ ♦✈❡r ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ t②♣❡s ✭t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ s♦ ❛s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❢✉❧❧ s❡r✈✐❝✐♥❣

❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧②✲s❡r✈✐❝❡❞ ❛♥❞

❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ ♦♥❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✮✳

❲❡ r❡✈✐s✐t t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❈◆✳

✹ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r✐❝❡s ✐♥ ❈◆s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ ❛ ♣r✐♠❛r② ✈❡♥✉❡✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦

❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ π. ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❈◆

❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡st✲❜✐❞ ❛♥❞ ❜❡st✲❛s❦ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱

✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦✲❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✶✸P❛st✐♥❣ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ s❡r✈✐❝✐♥❣ t♦ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ s♠♦♦t❤✳

✶✻
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✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ✭♠❛❣♥✐✜❡❞✮

❚❤❡ ♣❡❝✉♥✐❛r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈◆✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✿ t❤❡ ❞❡❛❧❡r

❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜♦♦❦ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ❈◆✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡

❈◆ ♦♥ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❉▼✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② t(0;π) :=
(
t(0−;π), t(0+;π)

)
t❤❡ ❜❡st ❜✐❞✲❛s❦

♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❉▼ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❈◆ ♣r✐❝❡ s❝❤❡❞✉❧❡ π, t❤❡♥ ✇❡ ❝❛❧❧ π∗ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ✐❢ π∗ = t(0;π∗).

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ π∗.

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ π ♦♥ t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳✶✳ ▲❡t π1 ≤ π2, ✇❤❡r❡ ✏≤✑ ✐s t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ R
2, t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ ✐t ❤♦❧❞s

t❤❛t u0(θ;π1) ≥ u0(θ;π2). ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
(
π−, π+

)
∈ R

2 s✉❝❤ t❤❛t u0(·;π) ≤ 0

❢♦r ❛❧❧ (π−, π+) s✉❝❤ t❤❛t π− ≤ π− ❛♥❞ π+ ≤ π+.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳✶✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t π∗ ❜❡❧♦♥❣s t♦ s♦♠❡

❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ R2, ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Π. ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t(0; ·) : Π → Π.

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ st❛t❡ ♦❢ ♦✉r t❤✐r❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳

✶✼



❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳ ■❢ t②♣❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ π 7→ t(0;π) ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❈◆

✇❤❡♥ ❤❡ ❞❡s✐❣♥s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❉▼✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆ ✐s

❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✱ ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✇❡❧❢❛r❡✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ✐❢ f ❛♥❞

K ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❇✶✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s st✐❧❧ ❛♣♣❧②✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❡①✲❛♥t❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t

♦❢ r❡s❡r✈❡❞ tr❛❞❡rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✹✳ ▲❡t ✉s ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✵ ✭✇✐t❤ ❡①❝❧✉s✐♦♥✮✱ ❜✉t ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❉▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈◆ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ πi+1 = t(0;πi). ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ π0 =

(0, 1/2) ❛♥❞ κ = 0.001✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✳

Agent types
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

In
d
ir
ec
t
u
ti
li
ti
es

fo
r
d
iff
er
en
t
π
+

×10-3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

π+ = 1/2

π+ = 0.028

π+ = 0.016

π+ = 0.015

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ πi+1 = t(0;πi)✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❡r② s✇✐❢t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t t❛❦❡s ♦♥❧② ❢♦✉r ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ ‖v(·;πi) −
v(·;πi+1)‖∞ ≤ 10−5 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐♥✲

❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ✐s π∗ = (0, 0.015)✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ✜rst

❢♦✉r ✐t❡r❛t❡s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r s❡t ♦❢ r❡s❡r✈❡❞ tr❛❞❡rs ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r

✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s✳ ❚❤❡ s♣r❡❛❞s✱ t❤❡ r✐❣❤t ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧✲

t✐♣❧✐❡rs ❛t t❤❡ r✐❣❤t ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ■t

✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ s♣r❡❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞❡r t②♣❡s

t❤❛t ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ t②♣❡s ❣r♦✇ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❧❛st ❢❛❝t

♦❜❡②s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛❞❡rs ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡❛❧❡r t♦

♠❛t❝❤ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧②✳

✺ P♦rt❢♦❧✐♦ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛r❦✲♣♦♦❧ tr❛❞✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✬ ❛✐♠ ✐s t♦ ❧✐q✉✐❞❛t❡ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣s ♦♥ s♦♠❡ tr❛❞❡❞ ❛ss❡t✳ ❚❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡

✶✽



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣

π+ Θo Γ Θe(π+)

1/2 ❬✲✵✳✹✷✸✱✵✳✵✵✼✵❪ ✵✳✺✶✵✺ ❬✵✳✵✶✺✾✱ ✵✳✶✻✻✼❪
0.0281 ❬✲✵✳✹✷✸✱✵✳✵✵✹✵❪ ✵✳✺✵✻✶ ❬✵✳✵✵✽✸✱ ✵✳✹✽✼✷❪
0.0161 ❬✲✵✳✹✷✸✱✵✳✵✵✹✵❪ ✵✳✺✵✻✵ ❬✵✳✵✵✽✷✱ ✵✳✹✾✺✹❪
0.0158 ❬✲✵✳✹✷✸✱✵✳✵✵✹✵❪ ✵✳✺✵✻✵ ❬✵✳✵✵✽✷✱ ✵✳✹✾✺✺❪

tr❛❞❡rs✬ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❛ tr❛❞❡r✬s t②♣❡ ✐s θ ♠❡❛♥s t❤❛t ❤❡ ❤♦❧❞s θ s❤❛r❡s

♦❢ t❤❡ ❛ss❡t ♣r✐♦r t♦ tr❛❞✐♥❣✳ ❲❡ s❡t Θ = [−1, 1] ❛♥❞ f ≡ 1/2. ■❢ ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ tr❛❞❡s q s❤❛r❡s ❢♦r τ

❞♦❧❧❛rs✱ ❤✐s ✉t✐❧✐t② ✐s

û(θ, q)− τ := −α(θ − q)2 − τ,

✇❤❡r❡ 0 < α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦✇❛r❞s ✐♥✈❡♥t♦r② ❤♦❧❞✐♥❣s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

−αθ2 ✐s t❤❡ t②♣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ. ■❢ ✇❡ ✏♥♦r♠❛❧✐③❡✧ t❤❡ s❛✐❞ ✉t✐❧✐t② t♦

③❡r♦✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡

u(θ, q)− τ = 2αθq − αq2 − τ.

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♣♦♦❧ ✭❉P ❢♦r s❤♦rt✮✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t♦ tr❛❞❡

✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡♥t❛✐❧s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ tr❛❞❡rs✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t✱ ✜①❡❞ ❝♦st

κ > 0 ♦❢ ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ ❞❛r❦✲♣♦♦❧ tr❛❞✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉P ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ ❜② p ∈ [0, 1] t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ♦r❞❡r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦r❞❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r s✐③❡✳ Pr✐❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉P ✐s ❧✐♥❡❛r✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❢♦r ❛

❣✐✈❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r✐❝❡ π✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ❡①tr❛❝ts ❢r♦♠ s✉❜♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ q s❤❛r❡s

t♦ ❜❡ tr❛❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉P ✐s

p
[
(2θα− π)q − αq2

]
− κ,

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s✉❜♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡

❉P ❢♦r ❛ θ✲t②♣❡ tr❛❞❡r ✐s

max
q

{
p
[
(2θα− π)q − αq2

]}
,

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧

qd(θ) := θ − π

2α
.

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ♦♣t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❉P r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ ❡♥❥♦②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t②

u0(θ;π) = αp
(
θ − π

2α

)2

− κ.

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t pπ2 < 4ακ s♦ ❛s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❉P ✉♥❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧ t②♣❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ❝♦sts✴♣r♦✜ts ♦❢ ✉♥✇✐♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ s✐③❡ q ❛r❡ C(q) = ǫ q+βq2 ✇❤❡r❡

β > 0 ❛♥❞ ǫ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛s u0(·;π) ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✱ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s

♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs s♦ ❛s t♦ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ▲❡♠♠❛ ❈✳✶✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t

π < 2

√
ακ

p
. ✭✻✮
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❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮ ✐♠♣♦s❡s ❛ ❤❛r❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❉P ♣r✐❝❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳✶ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❜② u0(·;π), ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡

♣r✐❝✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉▼ t♦ t❤❡ ❉P✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦✉r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ✏❛s ✐s✑

t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣✳

✺✳✶ ❚❤❡ ❞❡❛❧❡r ♠❛r❦❡t ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❛r❦ ♣♦♦❧

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❉P✱ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡✱ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ t②♣❡s

l(θ, 0) =
α

α+ β

(
2θ + 1

)
− ǫ

2(α+ β)

❛♥❞ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ t②♣❡s

l(θ, 1) =
α

α+ β

(
2θ − 1

)
− ǫ

2(α+ β)
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Θ0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

θ0 =
1

2

( ǫ

2α
− 1

)
❛♥❞ θ0 =

1

2

( ǫ

2α
+ 1

)
.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t Θ0 ⊂ [−1, 1] t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ < 2α ♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ v′(θ) = ψ1

(
q(θ)

)
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

v(θ) =





2α2

α+β θ
2 + α

α+β

(
2α− ǫ

)
θ + c1, θ ≤ θ0;

2α2

α+β θ
2 − α

α+β

(
2α+ ǫ

)
θ + c2, θ ≥ θ0,

✇❤❡r❡

c1 =
2α2

4(α+ β)

( ǫ

2α
+ 1

)2

+
α(2α+ ǫ)

2(α+ β)

( ǫ

2α
+ 1

)

❛♥❞

c2 =
2α2

4(α+ β)

( ǫ

2α
− 1

)2

− α(2α+ ǫ)

2(α+ β)

( ǫ

2α
− 1

)
.

❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ s♣r❡❛❞✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t q′ ≡ 2α
α+β , ψ1 ≡ 2α ❛♥❞ ψ2 ≡ 0, ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

[t(0−), t(0+)] =
4α2

α+ β
[θ0, θ0].

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ s♣r❡❛❞ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P✳

✺✳✷ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♣♦♦❧

❲❡ ✜rst t❛❦❡ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r✐❝❡ π ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ θ ∈ Θ, ✇❤❛t ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t②✲♣r✐❝❡

♣❛✐r
(
qc(θ;π), τc(θ;π)

)
t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ♠✉st ♦✛❡r s♦ ❛s t♦ ♠❛t❝❤ ❛ ❉P ✇✐t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r✐❝❡ π. ❯s✐♥❣ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ qc(θ;π) = u′0(θ;π) ✇❡ ♦❜t❛✐♥

qc(θ;π) = 2αp
(
θ − π

2α

)
❛♥❞

τc(θ;π) = κ+ 4α2p(θ − αp)
(
θ − π

2α

)
− αp

(
θ − π

2α

)2

.
✭✼✮

❋r♦♠ t❤❡ ❊♥✈❡❧♦♣❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ u(θ, q) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t②
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❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s
v′(θ)

2α
= l

(
θ, γ(θ)

)
. ✭✽✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ✇❡ ♠✉st ❞❡t❡r♠✐♥❡ θ0,m ❛♥❞ θ0,m t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ γ
(
θ0,m

)
❛♥❞ γ

(
θ0,m

)
. ❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② Γ ∈ [0, 1] ✇❡ ❤❛✈❡

l(θ,Γ) =
α

α+ β

[
2θ + 1− 2Γ

]
− ǫ

2(α+ β)
.

■♥❞❡①❡❞ ❜② Γ, t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r θ0,m ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

θ0,m(Γ) =
1

2

( ǫ

2α
+ 2Γ− 1

)
.

❆s ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t θ0,m(Γ) ≤ 0✱ t❤❡♥ Γ ≤ 0.5(1 − ǫ/2α). ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ♦♥

t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [θ̃m(Γ), θ0,m(Γ)], t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

v(θ; Γ) =
2α2

α+ β
θ2 + 2α

[ α

α+ β
(1− 2Γ)− ǫ

2(α+ β)

]
θ + c1,m, ✭✾✮

✇❤❡r❡ θ̃m(Γ) ✐s t❤❡ ✜rst ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ θ0,m(Γ) ♦❢ v(·; Γ) ❛♥❞ u0(·;π) ❛♥❞ c1,m ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

v
(
θ0,m(Γ); Γ

)
= 0.

❯♥❧❡ss t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② Γ ≤ 0.5(1−ǫ/2α) ✐s t✐❣❤t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ t②♣❡s ❜❡❧♦✇ θ̃m(Γ) ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ Pr♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Γ ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ s♠♦♦t❤✲♣❛st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u′0
(
θ̃m(Γ);π

)
=

v′
(
θ̃m(Γ);π

)
, ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

θ̃m(Γ) =
[ 2α

α+ β
− p

]−1[ ǫ

2(α+ β)
− α

α+ β
(1− 2Γ)− pπ

2α

]
.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t Γ ≥ 0.5(1 − ǫ/2α), t❤❡ str❛t❡❣② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ θ0,m ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡

s❛♠❡ ❛s ❢♦r θ0,m. ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✾✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ Γ− ❛♥❞ Γ+ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ Θ0(π), t❤❡♥

q′
(
θ0,m(Γ−)

)
=

1

2α
v′′

(
θ0,m(Γ−); Γ−

)
=

1

2α
v′′

(
θ0,m(Γ+); Γ+

)
= q′

(
θ0,m(Γ+)

)
=

2α

α+ β
.

❚❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s t❤❡♥

[tm(0−), tm(0+)] =
4α2

α+ β
[θ0,m(Γ−), θ0,m(Γ+)] ⊂

4α2

α+ β
[θ0, θ0],

✐✳❡✳ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♣♦♦❧ str✐❝t❧② ♥❛rr♦✇s t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♠❛r❦❡t✳

✺✳✸ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡

❆ st❛♥❞❛r❞ ✭❜✉t ♥♦t ✉♥✐q✉❡✮ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛r❦✲♣♦♦❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ s♦♠❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡st✲❜✐❞ ❛♥❞ ❜❡st✲❛s❦ ♣r✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❯❙✱ t❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♠✐❞✲

q✉♦t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇❡st ❇✐❞ ❛♥❞ ❖✛❡r ✭◆❇❇❖✮✳ ❇♦rr♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r✐❝❡✲✐t❡r❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❉P ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

πi+1 =
1

2

(
ti(0+)− ti(0−)

)
, i ∈ N,

✷✶



✇❤❡r❡ {ti(0−), ti(0+)} ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❜✐❞ ❛♥❞ ❛s❦ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❉▼ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❉P ✇✐t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥

♣r✐❝❡ πi. ❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {πi, i ∈ N} ⊂ ((4α2)/(α + β))[θ0, θ0];

❤❡♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❇♦❧③❛♥♦✲❲❡✐❡rstr❛ss ❚❤❡♦r❡♠ ✐t ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❛✐❞ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ✭♣♦ss✐❜❧❡✮ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ♣r✐❝❡s ✐s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦✲♣♦♦❧ ♣r✐❝❡s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❉▼s ❛♥❞ ❈◆s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞

❜❡❢♦r❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❉❛♥✐ë❧s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t✲♦r❞❡r ❜♦♦❦ ♦❢ ❛

❞❡❛❧❡r ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❧✐q✉✐❞✐t② t♦ tr❛❞❡rs ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛

❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❞❡rs✬ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❞✲❛s❦ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❉▼✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♥❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t②♣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♠♣❛❝ts t❤❡

s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❉▼✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❞❡r t②♣❡s ✇❤♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❉▼ ❛♥❞ t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ ✐♥ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦✲❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♣♦♦❧ r❡s✉❧ts ✐♥

❛ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❉▼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞ ❤❛s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s

t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ P(π)

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈◆✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t st❛♥❞❛r❞✱ ❜✉t ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ r❡q✉✐r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐♠ ♥❡✈❡r ❧♦s✐♥❣ ♠♦♥❡② ♦♥ t②♣❡s t❤❛t
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳ ■❢ (q∗, τ∗) : Θ → R
2 ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t②♣❡s ✐t ❤♦❧❞s

t❤❛t τ∗(θ)− C
(
q∗(θ)

)
≥ 0.

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ s❡t

Θ̃ :=
{
θ | v(θ;π) ≥ u0(θ;π), τ

∗(θ) < C
(
q∗(θ)

)}
,

✇❤❡r❡ v(θ;π) = u
(
θ, q∗(θ)

)
− τ∗(θ) ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ✈✐❛

τ̃(θ) := max
{
τ∗(θ), C

(
q∗(θ)

)}
.

❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r t②♣❡s ✐♥ Θ̃c ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r✐❝❡s
❢♦r ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ Pr♦✜ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ t②♣❡s ✐♥ Θ̃ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ✇❡❧❢❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ (q∗, τ∗). �

❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶ ✐s t❤❛t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡str✐❝t t❤❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦♥❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳

✷✷



▲❡♠♠❛ ❆✳✷✳ ■❢ v : Θ → R ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s♦❧✈❡s P, t❤❡♥ v(0) = 0.

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t v ∈ C s♦❧✈❡s P ❛♥❞ v(0) > 0. ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ψ2

(
q(0)

)
− τ(0) ≥ 0. ●✐✈❡♥

t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛ tr❛❞❡r ♦❢ t②♣❡ θ = 0 ❤❛s ♥♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❤❡
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶ ✐t ♠✉st t❤❡♥ ❤♦❧❞ t❤❛t τ(0) ≥ C

(
q(0)

)
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

ψ2

(
q(0)

)
≥ C

(
q(0)

)
. ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤♦❧❞ ❢♦r q(0) = 0, ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t τ(0) = v(0) =

0. �

▲❡♠♠❛ ❆✳✸✳ ■❢ v ∈ C s♦❧✈❡s P✱ t❤❡♥ |∂v| ≤ q.

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ Θ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ q 7→ i(θ, v, q) t❡♥❞s
t♦ −∞ ❛s |q| → ∞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ Θ ❢♦r v ≥ 0. ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶ i

(
θ, v(θ), v′(θ)

)
♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡

❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❆s q ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ π✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

A(π) := {v ∈ C | v ≥ 0, v(0) = 0, |∂v| ≤ q}

❛s ♥❡✇ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② s❡t ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ P(π)✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ C ❜② A(π) ✐♥
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P(π)✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ❆✳✹✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t A ⊂ C ♦❢ Pr♦❜❧❡♠ P ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡q✉✐❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛s ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ v ∈ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② maxθ∈Θ

{
u0(θ;π)

}
+q‖Θ‖.

▲❡♠♠❛ ❆✳✸ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② v ∈ A ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t |∂v| ≤ q. ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ A ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡①
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ s✉❜❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❤❡♥❝❡ A ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡q✉✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ �

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ❢♦r tr❛❞❡r t②♣❡s ✇❤♦ ❞♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❤❛✈✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

P̃(π) :=

{
supv∈A

∫
Θ

(
i
(
θ, v(θ), v′(θ)

))
+
f(θ)dθ

s✳t✳ v(θ) ≥ u0(θ;π) ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ.

❚❤❡ ❧❛st ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❋❛t♦✉✬s ▲❡♠♠❛✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛s ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

v 7→
∫

Θ

(
i(θ, v(θ), v′(θ))

)
+
f(θ)dθ

✐s ✉♣♣❡r s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ A ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✿

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t A⋂{
v ∈ C|v(·) ≥ u0(·;π)

}
✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛①✐✲

♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
{
ṽn

}
n∈N

♦❢ Pr♦❜❧❡♠ P̃(π). ❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ❆✳✹ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ♣❛ss✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡
✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ṽ ∈ A s✉❝❤ t❤❛t ṽn → ṽ ✉♥✐❢♦r♠❧②✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✺
②✐❡❧❞s t❤❛t ṽ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ P̃(π). ❚♦ ✜♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ ṽ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠
P(π). ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡ts

Θ− :=
{
θ ∈ Θ|i

(
θ, ṽ(θ), ṽ′(θ)

)
< 0

}
❛♥❞ Θ+ := Θc

−.

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✭t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ t❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡② ❡①✐st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳
❚❤✐s ❢❛❝t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s θ 7→ ṽ(θ) ❛♥❞ (θ, v, q) 7→ i(θ, v, q), ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

✷✸



Θ− ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❥♦✐♥t s❡t ♦❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✿

Θ− =

∞⋃

i=1

(ai, bi).

❉❡✜♥❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ≥ 1,

ṽa,i := inf
{
q|q ∈ ∂ṽ(ai)

}
❛♥❞ ṽb,i := sup

{
q|q ∈ ∂ṽ(bi)

}

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♣♣♦rt ❧✐♥❡s t♦ ❣r❛♣❤{ṽ} ❛t ai ❛♥❞ bi ❣✐✈❡♥ ❜②

li(θ) = ṽ(ai) + ṽa,i(θ − ai) ❛♥❞ Li(θ) = ṽ(bi) + ṽb,i(θ − bi),

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t ci ∈ (ai, bi) ❜❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ≥ 1, t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ li(θ) = Li(θ) ❛♥❞
❞❡✜♥❡ ♦♥ (ai, bi) =: Θi

v∗i (θ) :=

{
li(θ) θ ≤ ci;
Li(θ) θ > ci.

❋✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡

v∗(θ) :=

{
ṽ(θ) θ ∈ Θ+;
v∗i (θ) θ ∈ Θi, i ∈ N,

t❤❡♥ v∗ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ P(π) ❛♥❞ Θe(v
∗) = Θ−, ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❈◆ ♦♥ t❤❡ ❉▼

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈◆✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦♦s❡❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✭✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ θ = 0✮ t②♣❡s t♦ ❡❛r♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉t✐❧✐t② tr❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❉▼✳

▲❡♠♠❛ ❇✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ǫ = ǫ(π) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t②♣❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦

(θ0(π)− ǫ, θ0(π)) ∪ (θ0(π), θ0(π) + ǫ)

❛r❡ ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② θ̂ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ u0(θ;π) = 0. ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts η > 0

s✉❝❤ t❤❛t t②♣❡s ♦♥ (θ̂, θ̂+ η) ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ♣r♦✜t❛❜❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ θ0(π) < θ̂

♦r ❜❡❝❛✉s❡ θ0(π) = θ̂ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡s ♦♥ (θ̂, θ̂ + ǫ), ❢♦r s♦♠❡ 0 < ǫ ≤ η, ❛r❡ ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇

❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ η ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❡♥ t❤❛t θ0(π) < θ̂ ♠✉st ❤♦❧❞✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ✇❛② ♦❢

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t θ0(π) = θ̂ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ θ0(π) ≥ θ̂✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0

s✉❝❤ t❤❛t (θ̂, θ̂+ δ) ⊂ Θe(π). ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉♣♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❧❡t a > 0 ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

θ̂ − a > 0. ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ l(θ̂ − a, γ(θ̂ − a)) = 0. ▲❡t ✉s ✜① γ(θ) ≡ γ(θ̂ − a) =: Γ(a) ❢♦r θ ∈ (θ̂ − a, θa),

✇❤❡r❡ θa t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ va(θ) = u0(θ;π) ♦♥ (θ̂ − a, θ] ✐❢ ✐t ❡①✐sts ♦r θa = θ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡

❞❡♥♦t❡ ❜② va t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Γ(a)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r θa > θ̂ ❛♥❞ l(θ,Γ(a)) > 0

❢♦r θ ∈ (θ̂ − a, θa)✳

❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t❤❛t t②♣❡s θ ∈ (θ̂−a, θa) ❛r❡ ❢✉❧❧② s❡r✈✐❝❡❞✳ ❇② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✱ v′a(θ̂−a) = 0 < u′0(θ̂;π);

t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts a1 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ a ≤ a1 ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t θa < θ̂+δ. ■❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts a ≤ a1 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❧❡r ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r t②♣❡s ✐♥ (θ̂ − a, θa) t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s qa(θ) = l(θ,Γ(a)) ❛t ❛
♣r♦✜t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ θ0(π) ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✜♥❛❧✐③❡❞✱ ❛s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛❜♦✈❡
θa ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♣r♦✜ts ✇♦✉❧❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s t②♣❡✇✐s❡ ♣r♦✜t ✇❤❡♥ ♦✛❡r✐♥❣ qa(θ) ✐s

P (θ) := θψ1(qa(θ)) + ψ2(qa(θ))− va(θ)− C
(
qa(θ)

)
.

✷✹



■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ P (θ̂ − a) = 0 ❛♥❞

P ′(θ̂ − a) = ψ1(qa(θ̂ − a)) + (θ̂ − a)ψ′
1(qa(θ̂ − a))q′a(θ̂ − a) + v′a(θ̂ − a)

− C̃ ′
(
qa(θ̂ − a)

)
q′a(θ̂ − a)

= ψ1(0) + (θ̂ − a)ψ′
1(0)q

′
a(θ̂ − a) + v′a(θ̂ − a)− C̃ ′

(
0
)
q′a(θ̂ − a)

= (θ̂ − a)ψ′
1(0)q

′
a(θ̂ − a).

❚❤❡ st❡♣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ v′a(θ̂ − a) = 0; ❜②

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ψ1(0) = 0 ❛♥❞✱ ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✱ C̃ ′
(
0
)
= 0. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ψ1 ✐s str✐❝t❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ q′a(θ̂ − a) > 0, t❤❡♥ P ′(θ̂ − a) > 0. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts b > 0 s✉❝❤ t❤❛t P (θ) > 0 ✐❢

θ ∈ (θ̂ − a, θ̂ − a+ b). ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ a < a1 ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ P (θ) > 0 ❢♦r θ ∈ (θ̂ − a, θa), ❛s
r❡q✉✐r❡❞✳ �

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✿

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽✿ ✭✶✮ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ π ✐s s✉❝❤ t❤❛t
(
θ0(π), θ0(π)

)
= Θ0(π) ⊂ Θo, t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t

❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ❇✳✶✳ ■❢ ✇❡ r❡✈❡rt t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈◆✲❝♦♥str❛✐♥t t♦ Pr♦❜❧❡♠ Po ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜✐♥❞ ❢♦r s♦♠❡ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❜❡✐♥❣
tr✐✈✐❛❧✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t θa > θ0 ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t vo(θa) = u0(θb;π)
❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t vo(θ) > u0(θ;π) ❢♦r θ < θa ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r θ > θa. ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r γm ✐s ❛❝t✐✈❡
♦♥ (θa, θ], ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t γm(θa) < 1. ❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❏✉❧❧✐❡♥ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣✳ ✾✱ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ θ s✉❝❤ t❤❛t
l(θ,Γ) > 0, t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Γ. ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

K−1
(
θ +

F (θ)− γm(θa)

f(θ)

)
= 0

✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ l(θ, 1) = 0, ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

✭✷✮ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② to(0−) ❛♥❞ to(0+) t❤❡ ❜❡st ❜✐❞ ❛♥❞ ❛s❦ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈◆ ❛♥❞ ❜②
tm(0−) ❛♥❞ tm(0+) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ ♦♥❡❀ t❤✉s✱

to(0−) = q′o(θ0,o−)
(
θ0,oφ1 + φ2

)
❛♥❞ to(0+) = q′o(θ0,o+)

(
θ0,oφ1 + φ2

)

❛♥❞
tm(0−) = q′m(θ0,m−)

(
θ0,mφ1 + φ2

)
❛♥❞ tm(0+) = q′m(θ0,m+)

(
θ0,mφ1 + φ2

)
.

❋r♦♠ P❛rt ✭✶✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t θ0,o ≤ θ0,m ✭❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ θ0,m ≤ θ0,o ✭❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
φ1 ❛♥❞ φ2 ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆✱ ❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡❢t t♦ ❞♦ ✐s s❤♦✇ t❤❛t

q′m(θ0,m−) ≤ q′o(θ0,o−) ❛♥❞ q
′
m(θ0,m+) ≤ q′o(θ0,o+).

❯s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❧❛t✐♦♥ (f−1)′(a) = 1/f ′(f−1(a)) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

q′m(θ0,m−) =
1

K ′
(
K−1

(
θ0,m − γ(θ

0,m−

)−F (θ
0,m

)

f(θ
0,m

)

))
d

dθ

(
θ − γ(θ)− F (θ)

f(θ)

)∣∣∣
θ=θ

0,m−

=
1

K ′
(
qm(θ0,m)

) d

dθ

(
θ − γ(θ)− F (θ)

f(θ)

)∣∣∣
θ=θ

0,m−

=
1

K ′(0)

(
1− d

dθ

(γ(θ0,m−)− F (θ)

f(θ)

))∣∣∣
θ=θ

0,m

,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ (θ0,m − δ, θ0,m) ❢♦r s♦♠❡ δ > 0. ❲❡ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞

✷✺



❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t

1

K ′(0)

d

dθ

(γ(θ0,m−)− F (θ)

f(θ)

)∣∣∣
θ=θ

0,m

≥ 1

K ′(0)

d

dθ

(−F (θ)
f(θ)

)∣∣∣
θ=θ

0,o

1

K ′(0)

d

dθ

(γ(θ0,m+)− F (θ)

f(θ)

)∣∣∣
θ=θ0,m

≥ 1

K ′(0)

d

dθ

(1− F (θ)

f(θ)

)∣∣∣
θ=θ0,o

,

✭❇✶✮

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t f ≡ (θ − θ)−1.

✭✸✮ ■❢ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ P❛rt ✭✶✮ t❤❛t✱ ✐❢ θ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆✱ t❤❡♥ qo(θ) ≤ qm(θ). ❆ss✉♠❡
♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② vo(θ) > v(θ;π) ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ θ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✈❛❧ (θ1, θ2) ❛♥❞ vo(θ1) = v(θ1;π)
❛♥❞ vo(θ2) = v(θ2;π). ❇② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ vo ❛♥❞ v(·;π), t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ θ3 ∈ (θ1, θ2)
s✉❝❤ t❤❛t v′o(θ) > v′(θ;π) ❤♦❧❞s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ✐♥ (θ1, θ3). ❍♦✇❡✈❡r v

′
o(θ) = ψ1(qo(θ)), v

′(θ;π) = ψ1(qm(θ))
❛♥❞ ψ1 ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❀ ❤❡♥❝❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t qo(θ) > qm(θ) ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ θ ∈ (θ1, θ3), ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡✳

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s t♦ Π, t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✶✱ ②✐❡❧❞s t❤❡
♥❡①t r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ❈✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✈❛❧ [ǫ1, ǫ2] ⊂ Θ s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ 0 ∈ (ǫ1, ǫ2);

✷✳ u0(θ;π) = 0 ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ [ǫ1, ǫ2] ❛♥❞ ❛❧❧ π ∈ Π.

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ π 7→ t(0;π)
❤❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s s♦ ❛s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❆❧✐♣r❛♥t✐s ❛♥❞ ❇♦r❞❡r
✭✷✵✵✼✮✮✿

❚❤❡♦r❡♠ ❈✳✷✳ ✭❚❛rs❦✐✬s ❋✐①❡❞ P♦✐♥t ❚❤❡♦r❡♠✮ ▲❡t (X,≤) ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■❢ f : X →
X ✐s ♦r❞❡r ♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ f ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳ ▲❡♠♠❛s ❇✳✶ ❛♥❞ ❈✳✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s♣r❡❛❞❀ t❤✉s✱ ✇❡
♠❛② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ π 7→ t(0;π) ✐♥t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s π− 7→ t(0−;π−) ❛♥❞
π+ 7→ t(0+;π+). ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐❝❡ π, t❤❡ ❞❡❛❧❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t♦ u0(·;π) ✐s✱ ♠♦❞✉❧♦
❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ γ, ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s ❛❝t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ t②♣❡s
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ π+ 7→ t(0+;π+).

❋r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐❢ π1+ < π2+✱ t❤❡♥ u0(θ;π1+) > u0(θ;π2+) ❢♦r ❛❧❧ θ > 0. ■❢ ❢♦r
i = 1, 2 ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t u0(θ;πi+) < vo(θ) ❢♦r ❛❧❧ θ > 0✱ t❤❡♥ v(θ;π1+) = v(θ;π2+) ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ t(0+;π1+) = t(0+;π2+). ◆❡①t ❛ss✉♠❡ t❤❛t u0(θ;πi+) ≥ vo(θ) ♦♥ ❛ s✉❜s❡t Θi ♦❢ (0, θ], ❢♦r i = 1, 2.

●✐✈❡♥ t❤❛t u0(θ;π1+) > u0(θ;π2+) ❢♦r ❛❧❧ θ > 0, t❤❡♥ θ(π1) < θ(π2) ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t θ̃1 s✉❝❤ t❤❛t

v(θ;π1+) = u0(θ;π1+) ❤♦❧❞s s❛t✐s✜❡s θ̃1 < θ̃2, ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ θ̃1 ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

u0(θ;π2+). ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ θ̃1 ❛♥❞ θ̃2 ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✲✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s✳ ❆r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽✱ P❛rt
✭✷✮✱ t❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t θ0(π1) < θ0(π2); ❤❡♥❝❡ t(0+;π1+) < t(0+;π2+). ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
π+ 7→ t(0+;π+) ✐s ♦r❞❡r✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ❚❛rs❦✐✬s ❋✐①❡❞ P♦✐♥t ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐t ❤❛s ❛
✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳ �

✷✻



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❧✐♣r❛♥t✐s✱ ❈✳ ❉✳✱ ❇♦r❞❡r✱ ❑✳ ❈✳✱ ✷✵✵✼✳ ■♥✜♥✐t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❆ ❍✐t❝❤❤✐❦❡r✬s ●✉✐❞❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r

❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✳

❆❧♠❣r❡♥✱ ❘✳✱ ❈❤r✐ss✱ ◆✳✱ ✷✵✵✶✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❏✳ ❘✐s❦ ✸ ✭✷✮✱ ✺✕✸✾✳

❆♣❡r❣✐s✱ ◆✳✱ ❱♦❧✐♦t✐s✱ ❉✳✱ ✷✵✶✺✳ ❙♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐t ❛♥❞ ❞❛r❦ st♦❝❦ ♠❛r❦❡ts✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛

♣❛♥❡❧ ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ❙t♦❝❦ ❊①❝❤❛♥❣❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✹✶✱ ✶✵✶✕✶✵✻✳

❇❛tt❛❧✐♦✱ ❘✳ ❍✳✱ ✶✾✾✼✳ ❚❤✐r❞ ▼❛r❦❡t ❇r♦❦❡r✲❉❡❛❧❡rs✿ ❈♦st ❈♦♠♣❡t✐t♦rs ♦r ❈r❡❛♠ ❙❦✐♠♠❡rs❄ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✺✷ ✭✶✮✱ ✸✹✶✕✸✺✷✳

❇✐❛✐s✱ ❇✳✱ ▼❛rt✐♠♦rt✱ ❉✳✱ ❘♦❝❤❡t✱ ❏✳✲❈✳✱ ❏✉❧② ✷✵✵✵✳ ❈♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✽ ✭✹✮✱ ✼✾✾✕✽✸✽✳

❇✉t✐✱ ❙✳✱ ❘✐♥❞✐✱ ❇✳✱ ❲❡r♥❡r✱ ■✳ ▼✳✱ ✷✵✶✶✳ ❉✐✈✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❛r❦ ♣♦♦❧s✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✷✵✶✵✲✶✵✱ ❈❤❛r❧❡s ❆✳ ❉✐❝❡

❈❡♥t❡r✳

❇✉t✐✱ ❙✳✱ ❘✐♥❞✐✱ ❇✳✱ ❲❡r♥❡r✱ ■✳ ▼✳✱ ✷✵✶✻✳ ❉❛r❦ ♣♦♦❧ tr❛❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ♠❛r❦❡t q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✭t♦ ❛♣♣❡❛r✮✳

❈❛r❧✐❡r✱ ●✳✱ ▲❛❝❤❛♥❞✲❘♦❜❡rt✱ ❚✳✱ ✷✵✵✶✳ ❘❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❜❥❡❝t t♦

❛ ❝♦♥✈❡①✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✺✹ ✭✺✮✱ ✺✽✸✕✺✾✹✳

❉❛♥✐ë❧s✱ ❚✳ ❘✳✱ ❉ö♥❣❡s✱ ❏✳✱ ❍❡✐♥❡♠❛♥♥✱ ❋✳✱ ✷✵✶✸✳ ❆ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✈❡rs✉s ❞❡❛❧❡r ♠❛r❦❡t✿ ❯♥✐q✉❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r ✢♦✇✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✻✷✱ ✹✶✕✺✸✳

❉❡❣r②s❡✱ ❍✳✱ ❞❡ ❏♦♥❣✱ ❋✳✱ ❑❡r✈❡❧✱ ❱✳ ✈✳✱ ✷✵✶✺✳ ❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❉❛r❦ ❚r❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐❜❧❡ ❋r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♦♥ ▼❛r❦❡t ◗✉❛❧✐t②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✾ ✭✹✮✱ ✶✺✽✼✕✶✻✷✷✳

❉❡❣r②s❡✱ ❍✳✱ ❱❛♥ ❆❝❤t❡r✱ ▼✳✱ ❲✉②ts✱ ●✳✱ ✷✵✵✺✳ ❈r♦ss✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡✳ ❚✐❥❞s❝❤r✐❢t

✈♦♦r ❇❛♥❦✲❡♥ ❋✐♥❛♥❝✐❡✇❡③❡♥ ✻✾✱ ✶✶✹✕✶✶✽✳

❉❡❣r②s❡✱ ❍✳✱ ❱❛♥ ❆❝❤t❡r✱ ▼✳✱ ❲✉②ts✱ ●✳✱ ✷✵✵✾✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♦r❞❡r s✉❜♠✐ss✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❛❧❡r ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✶ ✭✸✮✱ ✸✶✾✕✸✸✽✳

❋❛❣❛rt✱ ▼✳✲❈✳✱ ✶✾✾✻✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛ts✱ ❛♥t✐✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡t str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥♥❛❧❡s

❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡ ❡t ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ✹✸✱ ✶✕✷✼✳

❋♦❧❡②✱ ❙✳✱ P✉t♥✐☛♥➨✱ ❚✳ ❏✳✱ ✷✵✶✻✳ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ ❜❡ ❛❢r❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦❄ ❉❛r❦ tr❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t q✉❛❧✐t②✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✷✷ ✭✸✮✱ ✹✺✻✕✹✽✶✳

❋♦rs②t❤✱ P✳✱ ❑❡♥♥❡❞②✱ ❏✳✱ ❚s❡✱ ❙✳✱ ❲✐♥❞❝❧✐✛✱ ❍✳✱ ✷✵✶✷✳ ❖♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ❆ ♠❡❛♥ q✉❛❞r❛t✐❝

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏✳ ❊❝♦♥♦♠✳ ❉②♥❛♠✳ ❈♦♥tr♦❧ ✸✻ ✭✶✷✮✱ ✶✾✼✶✕✶✾✾✶✳

●❛t❤❡r❛❧✱ ❏✳✱ ❙❝❤✐❡❞✱ ❆✳✱ ✷✵✶✶✳ ❖♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆❧♠❣r❡♥

❛♥❞ ❈❤r✐ss ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥t✳ ❏✳ ❚❤❡♦r✳ ❆♣♣❧✳ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✹ ✭✸✮✱ ✸✺✸✕✸✻✽✳

●❧♦st❡♥✱ ▲✳✱ ✶✾✾✹✳ ■s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r❞❡r ❜♦♦❦ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡❄ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✹✾✱ ✶✶✷✼✕✶✶✻✶✳

●♦♠❜❡r✱ P✳✱ ❙❛❣❛❞❡✱ ❙✳✱ ❚❤❡✐ss❡♥✱ ❊✳✱ ❲❡❜❡r✱ ▼✳ ❈✳✱ ❲❡st❤❡✐❞❡✱ ❈✳✱ ✷✵✶✸✳ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✴❋r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✐♥ ❊q✉✐t✐❡s ▼❛r❦❡ts✿ ❆ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❙✉r✈❡②✳ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳ ✸✺✱ ❙❆❋❊ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s✳

✷✼



●r❡ss❡✱ ❈✳✱ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❈r♦ss✐♥❣✲◆❡t✇♦r❦ ❚r❛❞✐♥❣ ♦♥ ❉❡❛❧❡r ▼❛r❦❡t✬s ❇✐❞✲❆s❦ ❙♣r❡❛❞s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✶✷ ✭✷✮✱ ✶✹✸✕✶✻✵✳

❍❡♥❞❡rs❤♦tt✱ ❚✳✱ ▼❡♥❞❡❧s♦♥✱ ❍✳✱ ✷✵✵✷✳ ❈r♦ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❞❡❛❧❡r ♠❛r❦❡ts✿ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✺✺✱ ✷✵✼✶✕✷✶✶✺✳

❍♦rst✱ ❯✳✱ ▼♦r❡♥♦✲❇r♦♠❜❡r❣✱ ❙✳✱ ✷✵✶✶✳ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ❣❛♠❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺ ✭✹✮✱ ✷✻✾✕✷✾✼✳

❍♦rst✱ ❯✳✱ ◆❛✉❥♦❦❛t✱ ❋✳✱ ✷✵✶✹✳ ❲❤❡♥ t♦ ❝r♦ss t❤❡ s♣r❡❛❞❄ tr❛❞✐♥❣ ✐♥ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❧✐♠✐t ♦r❞❡r ❜♦♦❦s✳ ❙■❆▼

❏✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛t❤✳ ✺ ✭✶✮✱ ✷✼✽✕✸✶✺✳

❏✉❧❧✐❡♥✱ ❇✳✱ ✷✵✵✸✳ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✾✸✱ ✶✕✹✼✳

❑r❛t③✱ P✳✱ ❙❝❤ö♥❡❜♦r♥✱ ❚✳✱ ✷✵✶✺✳ P♦rt❢♦❧✐♦ ❧✐q✉✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❛r❦ ♣♦♦❧s ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✳ ▼❛t❤✳ ❋✐♥❛♥❝❡

✷✺ ✭✸✮✱ ✹✾✻✕✺✹✹✳

▼✉ss❛✱ ▼✳✱ ❘♦s❡♥✱ ❙✳✱ ✶✾✼✽✳ ▼♦♥♦♣♦❧② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t q✉❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✶✽✱ ✸✵✶✕✸✶✼✳

▼②❡rs♦♥✱ ✶✾✾✶✳ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈♦♥✢✐❝t✳ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✳

◆æs✱ ❘✳✱ Ø❞❡❣❛❛r❞✱ ❇✳ ❆✳✱ ✷✵✵✻✳ ❊q✉✐t② tr❛❞✐♥❣ ❜② ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st♦rs✿ ❚♦ ❝r♦ss ♦r ♥♦t t♦ ❝r♦ss❄

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts ✾ ✭✷✮✱ ✼✾✕✾✾✳

◆✐♠❛❧❡♥❞r❛♥✱ ▼✳✱ ❘❛②✱ ❙✳✱ ✷✵✶✹✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❧✐t tr❛❞✐♥❣ ✈❡♥✉❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts ✶✼✱ ✷✸✵✕✷✻✶✳

❖r✐♦❧✱ ◆✳✱ ✷✵✶✷✳ ❋r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❖r❞❡r ❋❧♦✇s ❛♥❞ ❘❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ▼✐❋■❉✿ ▲❡ss♦♥s ❢r♦♠ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s✳ ❘❡✈✉❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ✹✾✕✼✻✳

P❛r❧♦✉r✱ ❈✳✲❆✳✱ ❙❡♣♣✐✱ ❉✳ ❏✳✱ ✷✵✵✸✳ ▲✐q✉✐❞✐t②✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ♦r❞❡r ✢♦✇✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s

✶✻✱ ✸✵✶✕✸✹✸✳

P♦✉②❡t✱ ❏✳✱ ❙❛❧❛♥✐é✱ ❇✳✱ ❙❛❧❛♥✐é✱ ❋✳✱ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✳ ❖♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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