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Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall

Abstract

The current financial market crisis has impressively demonstrated the importance of an
effective credit risk management for financial institutions. At the same time, the use and the
valuation of credit derivatives has been widely criticised as a result of the crisis. Over the past
decade, credit derivatives emerged as an important part of credit risk management as these
offer a broad range of possibilities to reduce credit risk through active credit portfolio
management. This has represented a quantum leap in the further development of credit risk
management. Credit risk management without using credit derivatives no longer seems to be
an appropriate alternative. However, correct valuation of these derivatives is still challenging.
The crisis has demonstrated that the issue is less about using credit derivatives than about
developing valid valuation techniques. A sound understanding of already existing credit
pricing models is necessary for such a development. These models are the key focus of this
working paper.

Literature distinguishes between three different kinds of credit pricing models: Asset-Based-
Models, Intensity-Based-Models and hybrid models. The primary purpose of credit risk
modelling is to simulate the default of a defaultable asset. Asset-Based-Models try to model
the default by analyzing changes in value of such an asset: if the value of a defaultable asset
falls below a defined threshold, the asset defaults. While this is economically plausible, the
modelling of a default in an Intensity-Based-Model is rather random. It is simply the result of
a stochastic process. While Intensity-Based-Models do not offer any economic rationale for
the default, their results are surprisingly realistic. Hybrid models are a combination of both
kind of models. These try to establish a connection between the economic rationale of the
Asset-Based-Models and the empirical validity of the results of the Intensity-Based-Models.

While this paper focuses on the valuation techniques in a portfolio case, Frankfurt School
Working Paper No. 126 concentrates on credit risk modelling in a single asset case.
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1. Einleitung

1.1 Ausgangslage

Die jiingste internationale Finanzkrise — ausgelost durch die sogenannte Subprime-Krise — hat
dazu gefiihrt, dass sich die Nachfrage und somit gleichzeitig sowohl die Entstehung von
neuen als auch der Handel mit bestehenden, komplexen Kreditprodukten stark reduziert hat."
In diesem Zusammenhang wird immer wieder der Ruf nach einer strengeren staatlichen
Regulierung von Rating-Agenturen und Kreditinstituten laut.” Oftmals steht hierbei auch die
fehlerhafte Anwendung oder die Manipulation von Kreditrisikomodellen in der Kritik.
Beispielsweise werden der Rating-Agentur Moody’s ,,Fehler in der Modellberechnung® von
Constant Proportion Debt Obligations (CPDOs) vorgeworfen.” Wie dieses Beispiel zeigt und
die Krise eindrucksvoll verdeutlicht, gehen mit der Modellierung von reellen
Zusammenhingen Risiken einher, welche nicht zu vernachlédssigen sind. Dariiber hinaus hat
die Finanzkrise unter Anderem aufgrund dieser Risiken das Bewusstsein iiber die
Notwendigkeit eines fortschrittlichen Risikomanagements geschirft. Auch der Einsatz von
Kreditderivaten im Rahmen eines aktiven Risikomanagements mit dem Ziel eine optimale
Risikoallokation zu erreichen, ist weiterhin sinnvoll. Die Identifikation und Quantifizierung
von Risiken spielt dabei eine mafigebliche Rolle. Nur durch die Kenntnis risikoaddquater
Pricing- und Bewertungsmethoden ist es moglich eine fundierte Entscheidung dariiber zu
treffen, ob und welche Risiken eingegangen oder abgesichert werden sollen. Die Grundlage
dessen bilden die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Kreditrisikomodelle.

1.2 Definition der Begriffe Kreditrisiko, bonititssensitiver Finanztitel und

Kreditrisikomodell

Kreditrisiko. Das Kreditrisiko entsteht dem Gldubiger einer Forderung aus der Unsicherheit
iiber die Zahlungsfihigkeit oder —willigkeit seines Schuldners. Es beschreibt die Gefahr, dass
die Forderung nicht, nur teilweise oder verspitet zuriickbezahlt wird. Als Forderungen gelten
unter Anderem Zins- und Tilgungsleistungen aus Krediten und Anleihen, aber auch
Forderungen aus dem positiven Marktwert eines derivativen Geschiifts.* Im Hinblick auf die
potentielle Verlustursache ldsst sich das Kreditrisiko in die Teilkomponenten ,,(Adressen-/
Kontrahenten-)Ausfallrisiko (Default Risk)* und ,Bonitdtsinderungsrisiko (Spread-
Widening Risk)* differenzieren.” Unter dem Ausfallrisiko versteht man die Gefahr eines

' Vgl. Handelsblatt: Sturm iiber Wall Street. Ausgabe vom 17.06.2008.

? Vgl. Handelsblatt: Die Aufseher ziehen die Ziigel an. Ausgabe vom 17.06.2008.

3 Vgl. Handelsblatt: Neutralitit nicht garantiert. Ausgabe vom 02.07.2008.

* Vgl. Miiller, Frank: Kreditderivate und Risikomanagement. Frankfurt am Main: Bankakademie-Verlag GmbH,
2000. S.7

> Vgl. Burghof, Hans-Peter et al.: Kreditderivate — Handbuch fiir die Bank und Anlagepraxis. Stuttgart: Schiffer-
Poeschel Verlag, 2005. S. 774
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konkreten Ausfalls — beispielsweise durch Insolvenz — des Kreditnehmers.® Demgegeniiber
wird der Wertverlust einer Position, welcher durch eine Erhohung der Wahrscheinlichkeit
oder des Ausmalles eines moglichen Ausfalls bedingt wird, als Bonitétsdnderungsrisiko
bezeichnet.” Im Rahmen dieser Arbeit liegt der Fokus auf dem Ausfallrisiko. Sofern nicht
explizit etwas anderes benannt ist, werden die Begriffe Kreditrisiko und Ausfallrisiko
synonym behandelt.

Bonitiitssensitiver Finanztitel. Unter einem bonititssensitiven Finanztitel wird jedes
Finanzinstrument verstanden, welches kreditrisikorisikobehaftet ist. Da im Rahmen dieser
Arbeit Ausfallrisiken im Vordergrund stehen, bezeichnet der Begriff ,bonitétssensitiver
Finanztitel“  grundsdtzlich  ein  ausfallrisikobehaftetes  Finanzinstrument.  Unter
ausfallrisikobehafteten Finanzinstrumente werden in dieser Arbeit insbesondere Kredite,
Anleihen und Derivate verstanden, wobei die gewonnenen Erkenntnisse auch auf jedes andere
ausfallrisikobehaftete Finanzinstrument angewendet werden konnen.

Kreditrisikomodell. Betrachtet man beispielsweise ein Kreditinstitut, so ist es fiir dieses von
grofftem Interesse iiber die Wertentwicklung innerhalb des eigenen Kreditportfolios
informiert zu sein. Hierbei interessieren zum FEinen die Gewinnmoglichkeiten, um die
potentiellen Renditen auf das eingesetzte Kapital einschidtzen zu kénnen, und zum Anderen
das inhdrente Verlustrisiko, um ausreichende Eigenkapitalreserven zu Deckung der Verluste
bereitstellen zu konnen. Da die Wertentwicklung der Einzeltitel sowie des aggregierten
Kreditportfolios des Kreditinstituts unter Umstidnden von existentieller Wichtigkeit sein kann,
ist es notwendig die Wertentwicklung aufgrund des inhédrenten Kreditrisikos prizisieren,
differenzieren und quantifizieren zu konnen.® Hierfiir dienen sogenannte Kreditrisikomodelle.
Unter einem Modell wird im Allgemeinen ,eine strukturgleiche bzw. strukturdhnliche
Abbildung eines Realititsausschnitts* verstanden.” Durch die Reduktion der Komplexitiit der
Realitdt sollen wesentliche Ursache-Wirkungs-Zusammenhénge aufgezeigt werden. Die zur
Reduktion der Komplexitit notwendigerweise zu treffenden Annahmen konnen unter
Umsténden jedoch zu realitdtsverzerrenden Modellergebnissen fiihren. In der Regel werden
zur Quantifizierung der Kreditrisiken innerhalb eines bestimmten Zeithorizonts — dem
sogenannten Risikohorizont — mathematische Modelle verwendet. Hierbei steht insbesondere
die Vorwegnahme der zukiinftigen Entwicklung der kreditrisikobehafteten Finanztitel im
Vordergrund. Ein alternativer Ansatz zu den mathematischen Modellen stellt die Ubertragung
empirischer Beobachtungen von Vergleichstiteln auf die gegebene Problemstellung dar. Im
Folgenden werden nur die mathematischen Kreditrisikomodelle beriicksichtigt sowie diese

® Vgl. Burghof, Hans-Peter et al.: Kreditrisiken und Kreditmérkte, in: Burghof, Hans-Peter et al.: Kreditderivate
— Handbuch fiir die Bank und Anlagepraxis. Stuttgart: Schiffer-Poeschel Verlag, 2005. S. 5f.

" Vgl. Cremers, Heinz et al.: Risikosteuerung mit Kreditderivaten unter besonderer Beriicksichtigung von Credit
Default Swaps. Frankfurt School of Finance & Management Working Paper Series No. 80, Frankfurt, 2007. S.9
¥ Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S.110

? Vgl. Jortzik, Stephan: Semi-analytische und simulative Kreditrisikomessung synthetischer Collateralized Debt
Obligations bei heterogenen Referenzportfolios. Dissertation an der Universitit Gottingen, Universitéit
Gottingen: Gottingen, 2005. S. 59
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auf ihre empirische Tauglichkeit analysiert. Fiir die Vorwegnahme der zukiinftigen
Entwicklung der kreditrisikobehafteten Finanztitel miissen alle moglichen Umweltzustinde
bzw. Einflussfaktoren beriicksichtigt werden, welche wihrend des Zeithorizonts auf den Wert
der Finanztitel einwirken konnen. Die fiir das Kreditrisiko relevanten Einflussfaktoren werden
auch als , Kreditrisikofaktoren* bezeichnet. Diese Kreditrisikofaktoren miissen identifiziert
werden und auf geeignete Weise mit dem Wert der kreditrisikobehafteten Finanztitel
verkniipft werden, so dass — unter sonst gleichen Bedingungen — eine Anderung des
Kreditrisikofaktors ~ eine  moglichst  realititsnahe  Anderung des  Werts  der
kreditrisikobehafteten Finanztitel nach sich zieht. Ein wesentlicher Bestandteil bei dieser
,» Verkniipfung® ist die Beriicksichtigung der Eintrittswahrscheinlichkeiten der jeweiligen
Umweltzustinde. Als  Ergebnis eines Kreditrisikomodells erhdlt man eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung des Portfoliowerts innerhalb des Risikohorizonts.'"” Anhand
dieses Ergebnisses konnen Handlungsalternativen, wie beispielsweise der Kauf oder Verkauf
von kreditrisikobehafteten Finanztiteln, abgeleitet werden. Bevor jedoch eine derartige
Entscheidung auf Basis eines Kreditrisikomodells getroffen wird, sollten die getroffenen
Annahmen sowie die Ergebnisse kritisch hinterfragt werden.

19 Vgl. Jortzik, Stephan: Semi-analytische und simulative Kreditrisikomessung synthetischer Collateralized Debt
Obligations bei heterogenen Referenzportfolios. Dissertation an der Universitit Gottingen, Universitéit
Gottingen: Gottingen, 2005. S. 59f.
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2. Modelliiberblick

Im Folgenden soll ein Uberblick iiber verschiedene Bewertungsansiitze fiir bonititssensitive
Finanztitel anhand der in der Literatur verbreiteten Unterteilung zwischen Unternehmenswert-
(,,Asset Value-“ oder ,,Asset-Based-Models*) und Intensitdtsmodellen (,,Intensity-Based-
Models*) gegeben werden. Unternehmenswertmodelle, welche oftmals auch als strukturelle
Modelle (,,Structural Models*) bezeichnet werden, modellieren das Ausfallrisiko eines
Unternehmens iiber die zeitabhidngige Entwicklung von dessen Firmenwert im Verhiltnis zu
dessen Fremdkapital. Bei den Intensititsmodellen, welche auch als ,,Reduced-Form-Models*
bezeichnet werden, wird der Ausfall eines Unternehmens dagegen durch einen exogenen
Intensititsprozess gesteuert. Dariiber hinaus existieren hybride Kreditrisikomodelle, welche
eine Mischung aus Unternehmenswertmodellen und Intensititsmodellen darstellen. Diese
bauen im Wesentlichen auf Unternehmenswertmodellen auf, wobei die hybriden
Kreditrisikomodelle meist die fiir Unternehmenswertmodelle bedeutende Annahme
vollstidndiger Information fallen lassen und gezielt Informationsdefizite beriicksichtigen.

Kreditrisikomodelle

Unternehmenswert- Intensitits-
modelle Hybride modelle
Kreditrisiko-
modelle

Abb. 1: Kreditrisikomodelle im Uberblick'!

Unternehmenswertmodelle. Wie bereits beschrieben, bildet die Uberlegung, dass letztlich
der Wert der Aktiva eines Unternehmens mafgebend dafiir ist, ob die Firma dazu in der Lage
ist ihre Verbindlichkeiten bei Filligkeit zuriickzuzahlen, die Kernidee der
Unternehmenswertmodelle. Ist der Wert der Aktiva bei Filligkeit des Fremdkapitals geringer
als die Forderung, so féllt diese in Hohe des Differenzbetrags zwischen Aktiva und dem
Riickzahlungsbetrag des Fremdkapitals zumindest teilweise aus. Bei dem historisch idltesten
Unternehmenswertmodell, dem klassischen optionstheoretischen Ansatz nach Merton, wird
hierbei davon ausgegangen, dass das Fremdkapital eines Unternehmens lediglich aus einem
einzigen ausfallrisikobehafteten Zerobond besteht.'” Dariiber hinaus werden die
Vollkommenheit des Kapitalmarktes, die Giiltigkeit des Modigliani-Miller Theorems, eine
konstante und flache Zinsstruktur, die Moglichkeit kontinuierlichen Handels und eine

" Eigene Darstellung

2 Vgl. Merton, Robert C.: On the pricing of corporate debt: The risk structure of interest rates, in: Journal of
Finance Vol. 29, 1974.

Frankfurt School of Finance & Management
Working Paper No. 127

12




Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall

geometrisch Brownsche Bewegung fiir die Entwicklung des Firmenwerts angenommen.'>'*

Die vielen restriktiven Annahmen dieses ,,Ausgangsmodells* boten zahlreiche Moglichkeiten
zur Weiterentwicklung des Ansatzes von Merton. So wurden im Zeitverlauf insbesondere die
Annahmen einer flachen und konstanten Zinsstruktur, die Unmoglichkeit eines Ausfalls vor
der Filligkeit des Fremdkapitals, das Bestehen eines Zerobonds als einzige
Fremdkapitalkomponente sowie die Modellierung der Firmenwertentwicklung iiber eine
geometrisch Brownsche Bewegung kritisch hinterfragt und teilweise aufgehoben.

Intensititsmodelle. Wie bereits erwihnt, erfolgt der Ausfall bei Intensititsmodellen im
Gegensatz zu Unternehmenswertmodellen nicht endogen aufgrund einer 6konomisch
nachvollziehbaren Basis, sondern exogen iiber einen Ausfallprozess. Der erste Sprung eines
Sprungprozesses, dem Ausfallprozess, entspricht hierbei dem Ausfallzeitpunkt. Da der
Firmenwert nicht modelliert wird, ist bei Intensititsmodellen die Definition der
Ausgleichszahlung, der sog. Recovery-Zahlung, bei Eintritt eines Ausfallereignisses relevant.
Hierbei ist sowohl eine Annahme {iber die Hohe als auch iiber den Zeitpunkt der Recovery-
Zahlung zu treffen. Diese wird in der Regel entweder direkt beim Eintritt des
Ausfallereignisses (,,Recovery at Default*) oder am Ende der Laufzeit des bonititssensitiven
Finanztitels (,,Recovery at Maturity*) geleistet. Als Hohe der Recovery-Zahlung kann ein
fester Betrag, der Austausch des Zahlungsanspruchs der Gldubiger gegen einen exogen
vorgegebenen Anteil eines ausfallrisikofreien Finanztitels mit ansonsten gleichen
Spezifikationen, ein Prozentsatz des Nominals des ausfallrisikobehafteten Finanztitels oder
ein Anteill des Marktwertes des bonitdtssensitiven Finanztitels direkt vor dem
Ausfallzeitpunkt definiert werden."”” Auch die Intensititsmodelle basieren auf mehreren
Annahmen, wobei die Anzahl der Annahmen aufgrund des zugrundeliegenden nicht-
okonomisch  begriindeten =~ Modells  deutlich  geringer ist als bei den
Unternehmenswertmodellen. Neben den Annahmen iiber die Recovery-Zahlung muss bei
Intensititsmodellen auch eine Annahme iiber die Modellierung des Zinssatzes getroffen
werden. Dariiber hinaus ist es notwendig eine Annahme {iiber die sog. Intensititsrate, der
exogen gegebenen Ausfallrate, zu treffen.

Hybride Kreditrisikomodelle. Hybride Kreditrisikomodelle konnen diverse Auspriagungen
haben. Grundsitzlich basieren diese jedoch auf Unternehmenswertmodellen und fithren einen
Unsicherheitsfaktor ein, welcher meist in einem Informationsdefizit begriindet ist. Durch
diesen Informationsdefizit kann dem Ausfallzeitpunkt eine stochastische Intensitéit zugeordnet
werden und bietet somit eine konomische Rechtfertigung fiir Intensititsmodelle.'® Dieser

13 Die Annahme eines vollkommenen Marktes beinhaltet z.B. die Abwesenheit von Transaktionskosten und
Steuern, die beliebige Teilbarkeit aller Finanztitel, eine atomistische Marktstruktur, einen identischen Soll- und
Habenzinssatz und die Moglichkeit von Leerverkdufen.

' Vgl. Grundke, Peter: Modellierung und Bewertung von Kreditrisiken. Dissertation an der Universitit zu Koln.
Der Deutsche Universititsverlag: Wiesbaden, 2003. S. 8f.

" Vagl. ebd., S. 17

' Vgl. ebd., S. 20
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Informationsdefizit kann beispielsweise in der Hohe der Ausfallschranke, dem Firmenwert
oder aber dem Eintritt einer zukiinftigen Verbindlichkeit in unbekannter Hohe liegen.

Alle drei Modelltypen konnen sowohl zur Modellierung des Kreditrisikos eines einzelnen
bonitétssensitiven Finanztitels als auch im Portfoliofall eingesetzt werden. Im Folgenden wird
ausschlieBlich auf die Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall eingegangen.
Hinsichtlich der Modellierung des Kreditrisikos eines einzelnen bonitédtssensitiven
Finanztitels wird auf das Frankfurt School Working Paper No. 126 verwiesen.
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3. Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall

Zielsetzung der Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall ist es das gemeinsame
Ausfallverhalten mehrerer Kreditnehmer zu analysieren, um dariiber beispielsweise
Verlustverteilungen ermitteln oder Kreditderivate, welche sich auf mehrere Kreditnehmer
beziehen, bewerten zu konnen. Hierzu ist es von besonderer Bedeutung die gemeinsame
Ausfallwahrscheinlichkeit von mehreren Kreditnehmern zu quantifizieren. Eine separate
Betrachtung des Portfoliofalls ist notwendig, da das Ausfallrisiko mehrer Kontrahenten nicht
additiv miteinander verkniipft werden kann. Vielmehr miissen im Portfoliofall
Ausfallabhiingigkeiten bzw. Ausfallkorrelationen der individuellen Kreditnehmer zueinander
beriicksichtigt werden. Ein moglicher Ansatz zur Modellierung der Ausfallabhingigkeit
zwischen mehreren Kreditnehmer besteht darin das Verhalten von — im simpelsten Fall — zwei
Kreditnehmern zueinander zu analysieren und anhand dessen eine Abh#ngigkeitsstruktur zu
schitzen. Diese Vorgehensweise soll im Folgenden als ,direkte Bestimmung der
Ausfallabhiingigkeit bezeichnet werden.

Direkte Bestimmung der Ausfallabhéingigkeit. Diese konnte beispielsweise iiber die
Beobachtung zweier Unternehmen {iiber einen langen Zeitraum unter sich nicht dndernden
Rahmenbedingungen erfolgen. Dabei wiirde fiir jede Periode das relevante Ergebnis
(,,Ausfall* oder ,kein Ausfall) festgehalten und anhand dessen die Ausfallabhingigkeit
geschitzt werden. Wie dieses Beispiel verdeutlicht, ldsst sich dies in der Praxis nicht
umsetzen, da es einerseits an den Anforderungen geniigenden Zeitreihen mangelt und
andererseits der Ausfall eines Unternehmens dazu fiihrt, dass dieses nicht mehr existent ist
und somit keine Moglichkeit besteht weitere Daten in den Folgejahren zu erheben.'” Man
behilft sich bei diesem Problem beispielsweise dadurch, dass Gruppen gleichartiger
Unternehmen, d.h. zum Beispiel gleichartig hinsichtlich des Sektors, der Ratingklasse, etc.,
untersucht werden. Offensichtlich fiihrt diese Alternative in der Praxis zu vergleichbaren
Problemen hinsichtlich der Erstellung entsprechender Zeitreihen. Eine weitere Moglichkeit
diese Problematik zu beheben, besteht darin, dass anstelle des Versuchs
Ausfallabhingigkeiten und somit Ausfallkorrelationen zu schitzen, eine Korrelation von
GroBen, die in direktem Zusammenhang mit der Bonitit der betrachteten Unternehmen stehen
und relativ leicht am Markt beobachtbar sind, zu bestimmen.'® Derartige Korrelationen
werden dementsprechend als ,,Asset-Korrelationen* bezeichnet und sind strikt von den
Ausfallkorrelationen abzugrenzen. Ein weiterer Ansatz liegt in der ,,indirekten Bestimmung
der Ausfallabhingigkeit.

Indirekte Bestimmung der Ausfallabhingigkeit. Da empirische Untersuchungen belegen,
dass ein Zusammenhang zwischen der wirtschaftlichen Lage und der Ausfallrate von
Unternehmen besteht, versucht man sich dies im Rahmen der Modellierung von
Abhiéngigkeitsstrukturen von einzelnen Kreditnehmern zueinander zu nutzen zu machen. Wie

"7 Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 120
'® Ebenda.
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derartige Studien zeigen, fiihrt eine schlechte konjunkturelle Lage etwas zeitversetzt zu einer
Steigerung der Ausfallrate und eine gute konjunkturelle Lage zu zukiinftig sinkenden
Ausfallraten.'®  Diese Abhingigkeit wird als sog. ,systematische Ausfallabhingigkeit*
bezeichnet. Da jedoch nicht alle Unternehmen gleichermaB3en von den Einfliissen einer
schlechten konjunkturellen Lage betroffen sind, existiert offensichtlich neben dieser
nachgewiesenen Abhingigkeit eine unternehmensspezifische Resistenz gegeniiber dem
makrookonomischen Umfeld, welche je nach Unternehmen mehr oder weniger stark
ausgepragt ist und als ,idiosynkratische Ausfallabhingigkeit” bezeichnet wird. Fiir die
Modellierung bedeutet dies, dass einerseits die systematische Ausfallabhingigkeit durch die
Einfilhrung von makrookonomischen Schocks bzw. Umweltzustinden, welche alle
Unternehmen  gleichermaBen  betreffen, und andererseits die idiosynkratische
Ausfallabhiingigkeit fiir jedes Unternchmen individuell modelliert wird.** Durch die
Modellierung dieser beiden Abhingigkeiten, welche keine direkten Abhéngigkeiten zwischen
verschiedenen Unternehmen darstellen, wird indirekt auch die Abhingigkeit zwischen
verschiedenen Unternehmen modelliert. In den in diesem Kapitel behandelten Modellen
erfolgt die Modellierung der Abhingigkeit entweder durch eine Kombination der direkten mit
der indirekten Modellierung (im Rahmen der Unternehmenswertmodelle) oder lediglich durch
eine indirekte Modellierung (im Rahmen der Intensititsmodelle). Dementsprechend werden
die beiden grundlegenden Modelltypen sowie die hybriden Kreditrisikomodelle im Folgenden
separat analysiert.

Makrookonomische und mikrookonomische Abhéngigkeit. Da bei der indirekten
Bestimmung der Ausfallabhingigkeit die Abhingigkeit gegeniiber dem makrodkonomischen
Umfeld im Vordergrund steht, soll im Folgenden diese Abhéngigkeit als ,,makro6konomische
Abhingigkeit* bezeichnet werden. In der englischsprachigen Literatur wird diese meist als
»cyclical dependence” bezeichnet. Neben dieser makrookonomischen Abhingigkeit
versuchen neuere Modelle zusitzlich die besondere Abhéngigkeitsstruktur einzelner
Unternehmen zu bestimmten anderen Unternehmen einzubeziechen. Unter ,,besondere
Abhingigkeitsstruktur® wird verstanden, dass der Ausfall eines Unternehmens durch
besondere Faktoren, wie beispielsweise durch (Handels-)Kreditbeziehungen oder durch
juristische Beziehungen (z.B. Mutter-Tochter-Verhiltnis), die Ausfallwahrscheinlichkeit
eines anderen Unternehmens beeinflusst. So kann beispielsweise der Ausfall des
Hauptabnehmers eines Lieferanten dazu fiihren, dass selbiger ebenfalls ausfallgefdhrdet ist.
Derartige Abhédngigkeiten sollen im Folgenden als ,,mikrookonomische Abhingigkeiten*
bezeichnet werden. Aufgrund des negativen Effekts, den ein Ausfall auf ein oder mehrere
andere Unternehmen haben kann, wird diese Abhédngigkeit in der englischsprachigen Literatur
oftmals als ,,contagion effect* bezeichnet.?! Dariiber hinaus ist offensichtlich, dass der, durch

' Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 123

2 Vgl. Giesecke, Kay: A Simple Exponential Model for Dependent Defaults, in: Journal of Fixed Income Vol.
13, 2003. S. 3f.

! Vgl. Giesecke, Kay et al.: Cyclical Correlations, Credit Contagion, and Portfolio Losses. Ithaca, USA: Cornell
University sowie Berlin: Technische Universitét Berlin, 2003. S. 2f.
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Verinderungen des makrookonomischen Umfelds, ausgeloste Effekt durch die

mikrodkonomische Abhingigkeit verstirkt werden kann.*

Da die Beriicksichtigung der mikrookonomischen Abhéngigkeit meist direkt in die Modelle,
welche die makrookonomische Abhidngigkeit modellieren, implementierbar ist, sollen im
Rahmen dieses Kapitels verschiedene Moglichkeiten zur Einbeziehung der
mikrookonomischen Abhingigkeit aufgezeigt werden, wobei jedoch der Fokus auf die
Beschreibung der Modellierung der makrookonomischen Abhéngigkeit gelegt wird.

3.1 Copula als Abhéingigkeitsmaf}

Als MaB fiir die Ausfallabhingigkeit zwischen mehreren Unternehmen kann die (lineare)
Korrelation dienen. Obwohl diese einerseits intuitiv verstdndlich und relativ leicht
bestimmbar ist, ist deren Verwendung zur Abbildung nicht-linearer Zusammenhinge, wie sie
bei der Modellierung von Ausfallabhidngigkeiten wahrscheinlich sind, nicht geeignet. Die
Modellierung nicht-linearer Abhéngigkeiten erfolgt iiber sog. Copulae. Da diese die
Grundlage fiir die Modellierung von Ausfallabhingigkeiten darstellen, sollen diese im
Vorfeld zu der Modellierung der Abhingigkeiten im Rahmen der einzelnen Modelltypen
niher betrachtet werden.

Copula. Die Copula ist ein Abhidngigkeitsmal}, welches in der Lage ist nicht-lineare
Zusammenhinge zu erfassen, Aussagen iiber Abhédngigkeiten im dufleren Bereich der
Verteilungen zu treffen und sogar eine konkrete Modellierung der Randverteilungen erlaubt.
Letzteres ist bei der Modellierung extremer Ereignisse, wie bei der Betrachtung von
gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten in einem Kreditportfolio, von besonderem
Interesse.”> Wihrend die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit mehrerer Unternehmen
sowohl die individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten der Unternehmen als auch die
Wahrscheinlichkeit eines gemeinsamen Ausfalls umfasst, ermoglichen Copulae die
Abhingigkeitsstruktur moglicher Ausfille isoliert zu betrachten. Eine Copula-Funktion
entspricht somit exakt der Funktion, welche den Zusammenhang der individuellen
Ausfallwahrscheinlichkeiten p; zu der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit p herstellt. Ist
p kontinuierlich, so existiert nur eine Copula.24 Formal gilt fiir eine Copula C also:

(1 p(Tl’Tz) = C(pl (T1 )’ P> (Tz ))

Bei einer gegebenen gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit p kann die Copula iiber die
generalisierte Inverse der individuellen Ausfallwahrscheinlichkeit ermittelt werden:

2 Vel. Giesecke, Kay et al.: Cyclical Correlations, Credit Contagion, and Portfolio Losses. Ithaca, USA: Cornell
University sowie Berlin: Technische Universitét Berlin, 2003. S. 2f.

3 Vgl. Schwarz, Christian: Eine gruppierte elliptische Copula und ihre Anwendung im Kreditrisikomanagement.
Diplomarbeit an der Technischen Universitit Miinchen - Zentrum Mathematik. Miinchen, 2005. S. 65f.

** Vgl. Cherubini, Umberto et al.: Copula Methods in Finance. Chichester: John Wiley & Sons Ltd., 2004. S.
49ff.
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) Clu,v)= p(pl_1 (), P, (v)) mityund v e [0,1].25

Grundsitzlich existiert eine Vielzahl von Copulae. Die meisten Copulae beriicksichtigen
jedoch nur den bivariaten Fall. Die Menge an multivariaten Copulae ist demgegeniiber relativ
gering. Typische Probleme bei der Betrachtung von Kreditportfolien lassen sich jedoch nicht
durch Abbildung des bivariaten Zusammenhangs 16sen, weshalb im Folgenden multivariate
Copulae verwendet werden, auch, wenn diese zur besseren Ubersichtlichkeit im bivariaten
Fall dargestellt werden sollen.”

Dariiber hinaus kann man Copulae in zwei Hauptklassen unterteilen — die sogenannten
elliptischen Copulae und die archimedischen Copulae. Elliptische Copulae tragen ihren
Namen, da mit ihnen nur symmetrische Zusammenhinge abgebildet werden konnen, wihrend
mit archimedischen Copulae auch asymmetrische Abhingigkeiten in den Réndern der
Verteilungen abgebildet werden kénnen.*’

Elliptische Copulae. Die wohl bekannteste Copula ist die sogenannte Normal- oder Gaul3-
Copula, welche zur Familie der elliptischen Copulae gehort. Dieser liegt die Standard-
Normalverteilung zugrunde. Im bivariaten Fall ist die Gaul3-Copula definiert iiber:

o '(u) @'(v) 2rxy—xz—y2

(3) € (u.v)=,(r. @7 (W) 7 (v))= | %-e 071 ey
e S 27mAN1-7r

mit Korrelationsparameter 7.

Eine weitere elliptische Copula ist die sog. t-Copula, welcher die t-Verteilung zugrunde liegt.
In bivariater Form ergibt sich diese durch:

w+2

S 1) e
4 C,, (u,v)= 5 (r’ w1, (), t, (V)): j j ﬁ 6(1 i J dxdy
—oo —oo —-r

mit Korrelationsparameter r und w Freiheitsgraden. Der wesentliche Unterschied zwischen
der GauB3-Copula und der t-Copula liegt darin, dass bei der t-Copula die Abhédngigkeit in den
Rindern bei wenigen Freiheitsgraden deutlich starker ausgeprégt ist als bei der Gau3-Copula.

Nachfolgende Abbildungen sollen am Beispiel der GauB3-Copula die Modellierung der
Abhiéngigkeitsstrukturen bei elliptischen Copulae graphisch veranschaulichen:

» Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 17; hinsichtlich einer Einfithrung in Copulae vgl. Nelson, Roger: An Introduction to Copulas. New
York: Springer Verlag, 1999.

26 Vgl. Koziol, Philipp: Auswahl von Copulas zur Bewertung von Basketkreditderivaten. Vallendar, 2005. S. 667
77 Vgl. Beck, Andreas et al.: Copulas im Risikomanagement, in: Zeitschrift fiir das gesamte Kreditwesen
Ausgabe 14, 2006. S. 4
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Abb. 3: GauB-Copula mit normalverteilten Randverteilungen
und Korrelationskoeffizienten r = 0,9

Die obigen Abbildungen machen deutlich, dass elliptische Copulae, wie die GauB3-Copula,
ausschlieBlich die Simulation linearer Abhingigkeiten in den Rindern der Verteilungen
ermoglichen.

Archimedische Copulae. In der Klasse der archimedischen Copulae sind insbesondere die
Gumbel- und die Clayton-Copula zu nennen. Die Gumbel-Copula ergibt sich in bivariater
Form anhand:

r r %
(5) CGumbel (u’v):i—((—logu) +(~logv) ) }

mit Korrelationsparameter r > 1.
Die Clayton-Copula ist im bivariaten Fall definiert durch:

|
6) CE" (u,v) = max((u_r +v = 1) A , Oj mit Korrelationsparameter r > 0.
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Nachfolgende Abbildung soll am Beispiel der Gumbel-Copula die Modellierung der
Abhiéngigkeitsstrukturen bei archimedischen Copulae graphisch veranschaulichen:

Abb. 4: Gumbel-Copula mit normalverteilten Randverteilungen
und Korrelationparameter » = 1,5

Die stirkere Korrelation der Zufallsvariablen in der linken oberen Ecke als in der rechten
unteren Ecke macht deutlich, dass archimedische Copulae — im Gegensatz zu elliptischen
Copulae — die Simulation asymmetrischer Abhingigkeiten in den Réndern der Verteilungen
ermoglichen.

Spezialfille von Copulae. Als Spezialfille von Copulae sind dariiber hinaus die sog.
Produkt-Copula sowie die Hoeffding-Fréchet-Grenzen zu nennen. Die Hoeffding-Fréchet-
Grenzen bilden die beiden extremsten Abhingigkeitsstrukturen — die perfekt negative
Abhingigkeit  (,,Kontramonotonie) sowie die perfekt positive  Abhédngigkeit
(,,Komonotonie*) — ab. Der Spezialfall, welcher in der Mitte dieser beiden Extrema liegt,
entspricht der Unabhingigkeit der Verteilungen voneinander. Wenn die Verteilungen
unabhingig voneinander sind, wird dieser Zusammenhang durch die Produkt-Copula
beschrieben. Die Produkt-Copula trigt ihren Namen, weil die gemeinsame Verteilung der
Zufallsvariablen durch simple Multiplikation der einzelnen Verteilungsfunktionen erreicht
werden kann. Dementsprechend gilt fiir die Produkt-Copula im bivariaten Fall:

(7 CHu,v)=u-v

bzw. fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion der Verteilungen H(x) und G(x):

®) Flx,y)=C"(Gx).H(y))

Fir die gemeinsame Verteilungsfunktion bei Kontramonotonie (Hoeffding-Fréchet-
Untergrenze) gilt:

9) F(x,y)=max(G(x)+ H(y)-1,0)
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Entsprechend gilt fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion bei Komonotonie (Hoeffding-
Fréchet-Obergrenze):

(10) F(x,y)=min(G(x), H(y))

Samtliche Copulae liegen folglich zwischen den beiden Hoeffding-Fréchet-Grenzen. ™

3.2 Unternehmenswertmodelle

3.2.1 Einfiihrung der makrookonomischen Abhéngigkeit anhand des

Bernoulli-Mischungsmodells

Eine weit verbreitete Moglichkeit Verlustverteilungen zu modellieren, welche auf
makrookonomische Abhingigkeiten der einzelnen Portfoliopositionen zuriickzufiihren sind,
stellt das sogenannte ,,.Bernoulli-Mischungsmodell* dar.” Hierzu wird bei einem fixierten
Zeithorizont T fiir jeden einzelnen Kreditnehmer i ein Ausfallindikator Y, =1, _, iber

Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen bestimmt. Entsprechend beschreibt ¥ =(Y,,...,Y,) den
Vektor der Zufallsvariablen Y; mit der Ausfallwahrscheinlichkeit p, = P[Yi = 1].

Um die Funktionsweise des Bernoulli-Mischungsmodells zu verdeutlichen soll zuerst ein
Spezialfall betrachtet werden, welchem die (unrealistischen) Annahmen zugrunde gelegt
werden, dass sdmtliche Firmen in dem Portfolio unabhingig sind und, dass alle Unternehmen
des Portfolios dieselbe Ausfallwahrscheinlichkeit haben. Diese Annahmen fithren dazu, dass
die Abfolge der Zufallsvariablen Y; dem klassischen Bernoulli-Experiment entsprechen. Die
Summe der Verluste L =Y, +..+Y fir n > 1, wobei hierbei von einem normierten
Kreditportfolio, d.h. einem Portfolio mit Finanztiteln, welche mit einem Nominal von ,,eins‘
(,,Exposure at Default” (EAD)) ausgestattet sind und einen Totalverlust bei Eintritt eines
Ausfallereignisses (,,Loss Given Default“ (LGD)) erleiden, ausgegangen wird, ist
entsprechend mit dem Parametervektor (n, p) binomialverteilt:

n _ n n!
1) PlL, =k]=| | p* (l-p)" mitk<nund| |=—F—r
(11) P[L, =k] @ p*-(1-p) (k] PIPTAT
Da die Annahme, dass der Ausfall von Unternehmen unabhiingig erfolgt, unrealistisch ist,
wird diese Annahme im Folgenden aufgehoben. Vielmehr soll die Ausfallwahrscheinlichkeit
von dem jeweiligen realisierten makrookonomischen Umfeld abhingig und somit als zufillig
angenommen werden. Um die Unsicherheit iiber die Hohe von p auszudriicken, soll F als

*¥ Vgl. Cherubini, Umberto et al.: Copula Methods in Finance. Chichester: John Wiley & Sons Ltd., 2004. S.
491f.

¥ Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 21
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Verteilung von p im Intervall [0,1] eingefiihrt werden. Fiir die Verlustverteilung ergibt sich
somit als Modifikation von Gleichung (1 1):30

(12) P[L, =k]= (Zj [ 2t -(1=2)™aF(z) mit k <n

Formel (12) beschreibt eine Mischung von binomialen Wahrscheinlichkeiten mit einer
,Mischverteilung* F. Mit anderen Worten werden zuerst die Ausfallwahrscheinlichkeiten p
anhand der Verteilung F bestimmt. Nachdem die Hohe der Ausfallwahrscheinlichkeiten auf
diese Weise festgelegt wurden, konnen die Unternehmensausfille als unabhéngig betrachtet
werden und somit die gesamte Anzahl an Ausfillen anhand der Binomialverteilung mit
Parameter p bestimmt werden.’’ Dieser Vorgehensweise verdankt das Bernoulli-
Mischungsmodell seinen Namen.

Die Grundidee des Bernoulli-Mischungsmodells bildet die Basis fiir das nachfolgend
eingefiihrte Faktor-Modell, welches selbst ein Bernoulli-Mischungsmodell ist.

3.2.1.1 Modellierung des klassischen optionstheoretischen Ansatzes anhand

eines Faktor-Modells bei homogenen Kreditportfolien

Im  Folgenden wird der Portfoliofall fiir  Unternehmenswertmodelle  aus
Vereinfachungsgriinden im Rahmen des klassischen optionstheoretischen Ansatzes
untersucht. Die Ubertragung auf andere Unternehmenswertmodelle ist analog moglich.

Struktureller Rahmen. Betrachtet man homogene Portfolien, so ist die Abfolge der
Zufallsvariablen Y; austauschbar, d.h. der Vektor (Yi,...,Yk) hat fiir jede Permutation des
Indikators (1,...,k) dieselbe Verteilung. Dariiber hinaus miissen die zufilligen
Ausfallwahrscheinlichkeiten p aus Gleichung (12) als vom makrodkonomischen Umfeld
abhédngige, bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten modelliert werden. Wird das aktuelle
Stadium des makrookonomischen Umfelds durch die Zufallsvariable X — dem sog. ,,Makro-
Faktor* — ausgedriickt, so wird die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit iiber Gleichung (13)
definiert:

(13) p(x)=Ely|x]=Ply, =1x]

Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit p(X) ist entsprechend ebenfalls eine Zufallsvariable,
deren Verteilung von der Verteilung von X abhdngig ist. Auf diese Weise kommt die
Abhingigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit von der aktuellen Phase des Konjunkturzyklus

% Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 21
*! Ebenda.
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zum Ausdruck.” Fiir die konkrete Berechnung der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit beim
klassischen optionstheoretischen Ansatz sind folgende Uberlegungen anzustellen:

Bei Unternehmenswertmodellen kommt es zum Eintritt eines Ausfallereignisses, wenn der
Firmenwert unter einen bestimmten Wert féllt. Beim klassischen optionstheoretischen Ansatz
tritt das Ausfallereignis ein, wenn der Firmenwert kleiner ist als das Nominal des
Fremdkapitals bei Filligkeit. Entsprechend gilt:

in| V1 -m; In K’f —m,
; Vo Vo
(14) A =W, = =B,

wobel A; dem standardisierten Firmenwert und B; dem standardisierten Nominal des
Fremdkapitals entspricht.33 Der Vektor (Al yeees An) ist normalverteilt mit Mittelwertvektor null
und Kovarianzmatrix > = (pii), wobei p,; = Cov(Wl",Wl"' ) die Korrelation der Firmenwerte
(sog. ,,Asset Korrelation*) beschreibt.’* Die Ausfallabhingigkeit zwischen zwei Firmen wird

also dadurch erzielt, dass eine Korrelation bei der Entwicklung der Firmenwerte der beiden
Unternehmen unterstellt wird.” Da homogene Portfolien betrachtet werden, gilt p;; bei i # j
und p,; =1 bei i = j fiir die Korrelationsmatrix der Firmenwerte. Mit anderen Worten heif3t
das, dass die Korrelation der Firmenwerte zwischen irgendwelchen zwei Firmen der
konstanten Korrelation p,; entspricht.

Einfiihrung des Ein-Faktor Modells. Modernste Kreditrisikomodelle basieren auf dem
Faktor-Ansatz um Ausfallabhédngigkeiten zu modellieren. Hierbei nur einen einzigen Faktor
zu verwenden, ein sog. Ein-Faktor Modell, entspricht der gingigen Marktpraxis. Der
okonomische Hintergrund des Modells liegt darin, dass der standardisierte Firmenwert W,
des Kreditnehmers i von einem Marktfaktor, wie beispielsweise dem jeweiligen Stadium
eines Konjunkturzyklus, abhingig ist. Der Marktfaktor entspricht damit dem bereits
beschriebenen ,,Makro-Faktor. Die Korrelation p gibt dabei die Stirke des Zusammenhangs
zwischen der Firmenwertentwicklung irgendeines Unternehmens und dem Makro-Faktor X
an.*® Das lineare Ein-Faktor Modell, dessen erstmalige Einfiihrung auf Vasicek’s Arbeit von

2 Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 22f.

> Ebenda.

* Beim First-Passage Ansatz erfolgt der Ausfall, wenn der Firmenwert vor Filligkeit unter die Ausfallschranke
DB, fillt. Entsprechend gilt:

i
0

_ DB. _— . L .
A,.=miTn(m,.s + U;Wy') < h{ ']:Bi’ wobei A; dem Minimum des logarithmierten Firmenwerts des

Unternehmens i zum Zeitpunkt 7 und B; der standardisierten Ausfallschranke entspricht. Der Vektor (Al,,,,, An)
ist invers normalverteilt mit Mittelwertvektor null und Kovarianzmatrix y = (p )
u

% Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S.284
%% Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 286
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1987 zuriickgeht und daher oftmals auch als Vasicek-Modell bezeichnet wird, ergibt sich
daher durch:*’

(15) Wli = \/;'X +y1-p-Z,, wobei X ~ N(O,l) den systematischen und Z, ~ N(O,l) den
unternehmensspezifischen, idiosynkratischen Faktor darstellen. Der Term \/; - X bildet also
das systematische Risiko und der Term /1-p-Z. das idiosynkratische Risiko eines
Unternehmens ab, wobei \/; bzw. ,/1—p die jeweiligen Gewichtungsfaktoren darstellen
und somit die Sensitivitdt des Unternehmens gegeniiber der jeweiligen Risikokomponente
beschreiben.*® Obwohl simtliche Firmenwerte mit dem Makro-Faktor X korreliert sind,
erfolgt der Ausfall der einzelnen Kreditnehmer doch unabhingig voneinander und ist
lediglich von der Realisation des Faktors X abhingig. Der Faktor Z; ist dagegen komplett
unabhingig. Entsprechend hat der Makro-Faktor bei einer Korrelation von ,,null* keinerlei
Auswirkungen auf den Firmenwert und somit auf die Ausfallwahrscheinlichkeit. In diesem
Spezialfall ist es nur das unternehmensspezifische, idiosynkratische Risiko, welches das
Ausfallrisiko bestimmt. Im gegenteiligen Spezialfall — also bei einer Korrelation von eins —
wird das Ausfallrisiko eines Unternehmens nur durch den Makro-Faktor bestimmt.*’

Ein groBer Vorteil des Ein-Faktor Modells ist es, dass die schwierig zu bestimmenden
Modellparameter ,,Firmenwert* und ,,Ausfallschranke* im Ein-Faktor Modell nicht explizit
bestimmt werden miissen. Vielmehr kann — wenn die Ausfallwahrscheinlichkeit p; bereits aus
Marktdaten hergeleitet werden konnte — die Tatsache, dass die Wahrscheinlichkeit einer
Unterschreitung der Ausfallschranke B; durch A; der dann bereits bekannten
Ausfallwahrscheinlichkeit p; entspricht, genutzt werden, um B; und A; zu ermitteln. Auch,
wenn fiir die Verteilung von A; grundsitzlich jede Verteilungsannahme getroffen werden
kann, so ist diese dennoch gemill Formel (15) von den getroffenen Annahmen iiber die
Verteilung von X sowie iiber die Verteilung von Z; abhingig. Da beide entsprechend dem
klassischen Ansatz nach Vasicek als standardnormalverteilt definiert wurden, folgt daraus,
dass auch W; bzw. A; standardnormalverteilt ist, weshalb sich nachfolgend der gingigen
Methode bedient wird, den absoluten Wert von A; null zu setzen und A; eine
Standardnormalverteilung zugrunde zu legen. Bei einer abweichenden Definition der
Verteilungen fiir X sowie fiir Z; folgt daraus auch eine abweichende Definition der Verteilung
von Ai.40 Aus der  Ausfallwahrscheinlichkeit der einzelnen  Unternehmen
D, = P[Wli < Bi]z ®(B,) ergibt sich dann das standardisierte Nominal des Fremdkapitals als
B=3®"'(p) fiir alle Unternechmen i.

Fiir die von X abhingige, bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit gilt demnach:

7 Vgl. Vasicek, Oldrich: Probability of loss on loan portfolio. Working paper, KMV Corporation, 1987.

* Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 23f.

¥ Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 286

“'Vgl. ebd., S. 284ff.
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— el <Blx]=Plfp x + |15 2 < BJx]- P{zi Bl x
q,(ﬂ] q,(qu(pi)—ﬁ-xJ

1-p Vi-p
Wie bereits beschrieben, resultiert aus der Verteilungsannahme fiir X und Z; die

Verteilungsannahme fiir W; bzw. A;. Wird die Verteilung von X allgemein als Q(x) und die
Verteilung von Z; allgemein als H(x) bezeichnet, so folgt daraus als Verteilung von W; bzw. A;

(16)

(17)

die allgemeine Verteilung G(x).*' Nachfolgende Gleichung dient als Verallgemeinerung von
Formel (16):
=P/ <B|x|=Pl/p X +\1=p -z, <B|x|=P Z S et
4
P X G (p)-Jp X
=H ———|=H
1-p Ji-p
Wie Gleichung (16) bzw. (17) verdeutlichen, ist die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit
sowohl von der individuellen Ausfallwahrscheinlichkeit der jeweiligen Firma als auch von
der Korrelation des Firmenwerts vom Makro-Faktor abhingig. Dariiber hinaus zeigt besagte
Formel, dass die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit bei zunehmendem X abnimmt.
Dementsprechend weisen hohe Werte der Zufallsvariablen X auf eine gesunde wirtschaftliche

Lage und niedrige Werte der Zufallsvariablen X auf eine angespannte wirtschaftliche Lage
hin.*?

Die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit ergibt sich iiber (16) durch:

(18) P[Y1 =1L.. _1] C Di>- ’pn Iq)( \/—\/_x]

Die in Formel (18) beschriebene Abhingigkeitsstruktur wird auch als sogenannte ,,Ein-Faktor
Gaul} Copula® bezeichnet.”® Es ist zu beachten, dass die Abhingigkeitsstruktur austauschbar
ist und lediglich von der Verteilungsannahme, welche Formel (16) zugrunde liegt, sowie von
der Definition des Ein-Faktor Modells gemif} Gleichung (15) abhéngt.

1 Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 284ff.

2 Vglebd., S. 24

# Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 31
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Da die Variable L, in Abhingigkeit von der Hohe der Zufallsvariablen X binomialverteilt mit
dem Parametervektor (n,p(X)) ist, ergibt sich fiir die Verlustverteilung in Anlehnung an
Formel (12):44

oo

19 o, 541= 3| T -1 o)y (ol

)

Asymmetrische Abhingigkeitsstruktur. Die Abhingigkeitsstruktur der Ein-Faktor Gauf3
Copula ist aufgrund der symmetrischen Definition des Ein-Faktor Modells gemall Gleichung
(15) symmetrisch. Da manche Finanzinstrumente eine asymmetrische Korrelation der
Firmenwerte zu dem Makro-Faktor benotigen, kann ein Austausch der Abhéngigkeitsstruktur
sinnvoll sein. Durch simplen Austausch des Ein-Faktor Modells kann diese asymmetrisch
werden. Hierzu kann beispielsweise die folgende Definition des Ein-Faktor Modells dienen:

(20) W/ = pX +4/1-p° - Z,

Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit sowie die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit
ergeben sich analog zu dem Formeln (16) und (18).45

Bestimmung der (Grenz-)Verlustverteilung fiir n — oo. Im Folgenden soll die
Verlustverteilung von grolen Kreditportfolien, also n — oo, untersucht werden. Geht man
von einem prozentualen Portfolioverlusts L,/n aus, so folgt daraus fiir den bedingten

Erwartungswert und die bedingte Varianz:*°
L, ) L, 1

(21) E| X |= p(X) sowie Varl X |=—- p(X)-(1- p(X))
n n n

Anhand der Tschebyschow-Ungleichung ldsst sich die obere Grenze fiir die
Wahrscheinlichkeit ermitteln, bei welcher der prozentuale Portfolioverlust von der bedingten
Ausfallwahrscheinlichkeit um mehr als den ,,Error“-Faktor € >0 abweicht:*’

3 _p(Xﬁ>g|X}SV“’”LZX} _ o)1= ()

(22) P{

Fiir den Erwartungswert fiir n — oo ergibt sich somit:*®

(23) lim P[

n—seo

L, —p(X)(>€}=0 bzw. limL” = p(Xx)
n

n—e pn

* Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 24

“Vagl. ebd., S. 31

“®ygl. ebd., S. 25

*" Ebenda.

* Ebenda.
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Gleichung (23) driickt aus, dass fiir grofe Portfolien die Wahrscheinlichkeit, dass der
prozentuale Portfolioverlust um mehr als € von der bedingten Wahrscheinlichkeit abweicht,
,null*“ ist. Offensichtlich gilt dies jedoch nicht fiir jede denkbare Situation: geht man davon
aus, dass siamtliche Firmen ausfallen, so wire L, = n und wenn keine Firma ausfallen wiirde,
entspriche L, = 0. Da beide Situationen aufgrund der hohen Anzahl von Kreditnehmern in
dem Portfolio mit einer Wahrscheinlichkeit von ,,null* eintreten, sind diese irrelevant. Nach
dem Gesetz der grolen Zahlen konvergiert der prozentuale Portfolioverlust also mit einer
Wahrscheinlichkeit von ,,eins* gegen die bedingte Wahrscheinlichkeit:*’

(24) lim L _ p(X)

n—oo n

Selbiges gilt auch, wenn die einzelnen Titel in dem Portfolio unterschiedliche Gewichtungen
w; haben, solange keine zu groflen Einzeltitel in dem Portfolio existieren.

Da die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit von der Zufallsvariable X abhéngig ist, ist auch die
bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit zufillig. Daraus folgt, dass der durchschnittliche
Portfolioverlust in sehr gro3en Portfolien durch die Verteilung von X definiert ist und, dass
die Volatilitdit von X dementsprechend die Volatilitit der aggregierten Portfolioverluste
beeinflusst. Dariiber hinaus ist festzuhalten, dass sdmtliches unternehmensspezifisches,
idiosynkratisches Risiko ,,wegdiversifiziert” wird. Lediglich das systematische Risiko,
welches durch die Zufallsvariable X hervorgerufen wird, bleibt bestehen und lédsst sich auch
bei unendlich groBen Kreditportfolien nicht ,,wegdiversifizieren®. %% Diese Erkenntnis steht im
Einklang mit den Erkenntnissen der Portfoliotheorie.

Fiir die Grenzverlustverteilung F, (x) bei groBen Kreditportfolien gilt bei Einsetzen der

Inversen von Formel (16) fiir p'lz !

Fa)=p
of AT 0 0-00))

sx}P[p(x)Sx]:P[x > p (0)]= p(x)

(25) mit x e [0,1]

Die Grenzverlustverteilung  ist somit  lediglich  von der  individuellen
Ausfallwahrscheinlichkeit eines Unternehmens p und der Korrelation der Vermogenswerte p
abhéngig.

¥ Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 25

% Ebenda.

! Vgl. Schonbucher, Philipp J.: Credit Derivates Pricing Models: Models, Pricing and Implementation.
Chichester, England: John Wiley & Sons Ltd., 2003. S. 310f.
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Beispiel

Die A-Bank, welche sich auf die Kreditvergabe an Unternehmen eines bestimmten
Industriesektors spezialisiert hat, interessiert sich fiir die Risiken aus dem bestehenden
Kreditportfolio. Aufgrund gravierender Bonititsverschlechterungen der Kreditnehmer der A-
Bank in der Vergangenheit befinden sich derzeit hauptsidchlich Kredite an Non-Investment-
Grade-geratete Unternehmen in einem aus einer Vertriebsaktion fiir standardisierte Kredite
resultierenden Kreditportfolio. Wegen der schlechten Bonitidt der Kreditnehmer in diesem
Portfolio mochte die A-Bank dieses Portfolio separat analysieren. Die standardisierten
Kredite haben gemein, dass diese mit einem Nominal von 50 Geldeinheiten vergeben wurden
und wihrend der Laufzeit keine Tilgung erfolgt (EAD = 50). Die A-Bank verfiigt iiber n =
150 derartiger Kredite an Non-Investment-Grade-geratete Unternechmen, deren
Ausfallwahrscheinlichkeit sie auf p; = p; = 3% schitzt. Dariiber hinaus geht sie von einer
Korrelation der Firmenwerte zu dem Makro-Faktor in Hohe von p = 10% sowie bei Eintritt
eines Ausfallereignisses von einer Recovery-Rate von 40% aus. Da die Restlaufzeit der
Kredite ein Jahr betrigt, mochte die A-Bank fiir diesen Zeitraum den Expected Loss (EL), den
Unexpected Loss (UL) sowie den Credit-Value at Risk (CVaR) bei einem Konfidenzniveau
von a = 99,00% von diesem homogenen Kreditportfolio bestimmen. Zuerst bestimmt sie dazu
den Expected Loss, welcher dem Erwartungswert eines Verlustes entspricht, und den
Unexpected Loss, welcher mit der Standardabweichung eines Verlustes identisch ist und
erhélt:

(26) EL = E(L)= EAD - (1 - Rec)- p-n =135 Geldeinheiten
bzw.
(27) UL=0(L)= EAD - (1= Rec)-+/n- p-(1- p) =62,6777 Geldeinheiten

Anschlieend berechnet sie iiber Formel (19) die Verlustverteilung, wobei der einzelne
Verlust iiber EAD - LGD =30 Geldeinheiten bestimmt wird:>

>* Die Berechnung anhand eines normierten Kreditportfolios mit EAD = LGD = 1 erfolgt analog.
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Ausfille k& Verlust L; Dichte f(k) Vert.funktion F(k)
0 0 9,6111% 9,6111%
1 30 14,0042% 23,6153%
2 60 14,3200% 37,9352%
3 90 12,7791% 50,7144%
4 120 10,6758% 61,3902%
5 150 8,6061% 69,9963%
6 180 6,7969% 76,7931%
7 210 5,3034% 82,0965%
8 240 4,1084% 86,2049%
9 270 3,1694% 89,3744%
10 300 2,4395% 91,8139%
11 330 1,8758% 93,6896%
12 360 1,4420% 95,1316%
13 390 1,1089% 96,2405%
14 420 0,8533% 97,0938%
15 450 0,6572% 97,7510%
16 480 0,5067% 98,2577%
17 510 0,3911% 98,6489%
18 540 0,3022% 98,9511%
19 570 0,2338% 99,1849 %
20 600 0,1811% 99,3660%

Tab. 1: Verlustverteilung bei einem homogenen Kreditportfolio™

Nachfolgende Abbildungen veranschaulichen die Ergebnisse fiir die Dichte- und die
Verteilungsfunktion aus obiger Tabelle graphisch. Der Graph der Dichtefunktion zeigt, dass
Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt von Ausfallereignissen deutlich linksschief ist.

53 s
Eigene Berechnungen
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Abb. 5: Dichtefunktion bei einem homogenen Kreditportfolio
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Abb. 6: Verteilungsfunktion bei einem homogenen Kreditportfolio

Uber das Quantil des Konfidenzniveaus ergibt sich der Verlust bei gegebener
Wahrscheinlichkeit. Der Credit-Value at Risk folgt dann aus dem potentiellen Verlust
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abziiglich dem, in der Kreditkondition eingerechneten und somit vereinnahmten, erwarteten
Verlust:

(28) CVaR =0, — EL =570 — 135 = 435 Geldeinheiten

Dementsprechend liegt der Verlust aus dem Kreditportfolio der A-Bank innerhalb eines
Jahres mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,00% nicht iiber 435 Geldeinheiten.

3.2.1.2 Modellierung des klassischen optionstheoretischen Ansatzes anhand

eines Faktor-Modells bei heterogene Kreditportfolien

Nachdem das Ein-Faktor Modell fiir den klassischen optionstheoretischen Ansatz bei
homogenen Kreditportfolien vorgestellt wurde, soll dieses Modell im Folgenden dazu
verwendet werden, um denselben Ansatz bei heterogenen Kreditportfolien zu analysieren.
Hierzu wird das lineare FEin-Faktor-Modell aus Formel (15) auf den heterogenen Fall
ausgeweitet:

(29) W/ =yp, - X +/1—p, -Z;, wobei X normalverteilt mit Mittelwertvektor null und
Kovarianzmatrix > = (pl:,. ist, wobei p; = Cov(Wf,W{) die Korrelation der Firmenwerte
beschreibt, und Z; unabhéngig und standardnormalverteilt ist.

Da heterogene Kreditportfolien betrachtet werden, wird die Korrelationsmatrix bei steigender
Anzahl von Kreditnehmern im Portfolio deutlich komplexer, d.h. konkret, dass
n-(n—1)/2 Korrelationen kalkuliert werden miissen. Betrachtet man beispielsweise den
iTraxx-Index, welcher 125 Titel umfasst, miissten 7750 Korrelationen berechnet werden. Da
dies nicht praktikabel ist, kann die Korrelationsmatrix signifikant verkleinert werden, indem
einzelne  Kreditnehmer zu Gruppen — beispielsweise nach regionalen oder
branchenspezifischen Gesichtspunkten — zusammengefasst werden. Die Ausfallabhiingigkeit
kann dann durch die Korrelation der Entwicklung des Firmenwerts gegeniiber einer
gruppenspezifischen Komponente modelliert werden.”

Fiir die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit gilt analog zu Formel (16):

30) p;(X)= P[W;' < Bi|x]:cp{MJ :cp{@‘l(pi)— P -XJ

Vi-pi V1I=p;

Da Ausfille bei bestimmter Hohe von X unabhéngig voneinander sind und da aufgrund der
Heterogenitit des Portfolios die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten p;(X) nicht fiir alle

Kreditnehmer  identisch  sind, muss  zur  Kalkulation @ der  gemeinsamen
Ausfallwahrscheinlichkeit das Produkt von i = 1 bis n gebildet werden:

> Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 286
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PlY, =1,..Y, =1]= E[Ply, =1,...Y, = 1|x ]| = E[H p;(X)
i=1

= Jy HICP[B_—%J @, (T x)dx

1-p;

31) , wobei @ (3;- ) die m-

variate normalverteilte Dichtefunktion mit Kovarianzmatrix i darstellt.”’

Die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit stellt somit eine Mischung normalverteilter
Wahrscheinlichkeiten dar, wobei die Verteilung des Makro-Faktors X die Mischverteilung
darstellt.

Aufgrund  der  Bernoulli-Mischungsmodellen  zugrunde  liegenden  (bedingten)
Unabhingigkeitsannahme der Ausfallereignisse ergibt sich fiir die Verlustverteilung im
heterogenen Portfolio in Anlehnung an Formel (19):

@2) Bl <=3 [ TT ) 1= pla) ™ -, (5 ok

Die aufgefilhrten Formeln machen noch einmal die Grundidee des Bernoulli-
Mischungsmodells deutlich: alle Ausfallwahrscheinlichkeiten werden von einem
gemeinsamen systematischen Faktor, dem Makro-Faktor, bestimmt, aber der (bedingte)
Eintritt eines individuellen Ausfallereignisses ist fiir jedes Unternehmen unabhéngig von den
anderen Unternechmen.”’

Beispiel

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt soll auch in diesem Beispiel ein Kreditportfolio
analysiert werden. Dieses wird jedoch in diesem Fall als heterogen angenommen. Aus
Vereinfachungsgriinden wird ein Portfolio mit drei Kreditnehmern betrachtet sowie eine
Verteilung anhand der Standardnormalverteilung unterstellt. Dieses kann auch als ein
Portfolio mit drei in sich homogenen Gruppen von Kreditnehmern interpretiert werden.
Gesucht wird die Dichte- sowie die Verteilungsfunktion und der Credit-Value-at-Risk des
Portfolios bei einem 99,00%-igen Konfidenzniveau. Die nachfolgende Tabelle soll einen
Uberblick iiber die Spezifikationen der einzelnen Kreditnehmer geben:

% Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 29

%% Ebenda.

7 Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 124
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Kredit- Austallwahr- Korrelation zu dem Exposure at Recovery-

nehmer i | scheinlichkeit p; Makro-Faktor p; Default EAD; Rate Rec;
1 15% 8% 50 GE 0,4
2 10% 5% 70 GE 0,5
3 25% 2% 30 GE 0,5

Tab. 2: Ausgangsdaten fiir die Modellierung eines heterogenen Beispielportfolios

Die Berechnung des jeweiligen Verlusts bei Eintritt eines Ausfallereignisses erfolgt anhand
der Multiplikation des Exposures at Default mit eins minus der Recovery-Rate. Fiir die
Kredite ergibt sich daraus: L; = 30 GE, L, = 35 GE und L3 = 15 GE. Der Expected Loss des
Portfolios, welcher zu Berechnung des Credit-Value-at-Risk notig ist, wird durch die Summe

der, mit der jeweiligen Ausfallwahrscheinlichkeit gewichteten, Verluste bestimmt, d.h.:

1
(33) EL=E(L)=)_EAD; - (1- Rec)- p; =11,75 GE

Unter Anwendung von Formel (32) ergibt sich fiir die Verlustverteilung:

Anhand obiger Verlustverteilung sowie dem bereits berechneten Expected Loss ergibt sich
ein Credit-Value-at-Risk in Hohe von 53,25 Geldeinheiten. Bereits auf den ersten Blick wird
deutlich, dass der Credit-Value-at-Risk im Verhiltnis zum gesamten Nominal des jeweiligen

i=1

Verlust L; Dichte f(k) Vert.funktion F(k)
0 58,0424% 58,0424%
15 18,7728% 76,8152%
30 9,6709% 86,4861%
35 6,0513% 92,5375%
45 3,5335% 96,0709%
50 2,1664% 98,2373%
65 1,2578% 99,4952 %
80 0,5049% 100,0000%

Tab. 3: Verlustverteilung bei einem heterogenen Kreditportfolio®®

% Die Wahl der individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten erfolgte aus Darstellungsgriinden in der aufgefiihrten,

unrealistischen Grofenordnung.
5 .
° Eigene Berechnungen
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Portfolios deutlich héher liegt als im vorangegangenen Beispiel.”” Die Ursache fiir diese

Differenz ist insbesondere in der deutlich hoheren Ausfallwahrscheinlichkeit der einzelnen
Kreditnehmer beim heterogenen Beispielportfolio zu sehen. Auch die Korrelation der
Kreditnehmer zum Makro-Faktor beeinflusst die Verlustverteilung und somit indirekt den
Credit-Value-at-Risk. Da die gegebene Korrelation im heterogenen Fall jedoch niedriger ist
als im homogenen Portfolio trigt diese lediglich dazu bei, dass die Wahrscheinlichkeit von
vielen Verlusten sinkt und somit der Credit-Value-at-Risk ebenfalls geringer sein miisste. Der
Effekt aus einer Erhohung der Ausfallwahrscheinlichkeit steht also dem Effekt aus einer
Verringerung der Korrelation zum Makro-Faktor gegeniiber, wobei jedoch der erstgenannte
Effekt hier deutlich {iberwiegt und somit den Credit-Value-at-Risk deutlich ansteigen I&sst.

Nachfolgende Abbildungen sollen den Verlauf der Dichte- und der Verteilungsfunktion
graphisch verdeutlichen:

Dichte 70%

60%

50%

40%
30%
20%
10% ~

0% T T T T T T 1
0 15 30 35 45 50 65 80

Verlust (in GE)

Abb. 7: Dichtefunktion des heterogenen Beispiel-Portfolios

% Beim Beispiel eines homogenen Portfolios betrug der CVAR 5,8% des gesamten Nominals des Portfolios
wihrend bei dem Beispiel des heterogenen Portfolios der CVAR 35,5% des gesamten Nominals des Portfolios
ausmacht.
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Vert.

100% T
90% -
80% A
70%
60% -
50% A
40% -

30% \ \ \ \ \ \ \
0 15 30 35 45 50 65 80

Verlust (in GE)

Abb. 8: Verteilungsfunktion des heterogenen Beispiel-Portfolios

Der Verlauf der Dichtefunktion (und somit auch der Verteilungsfunktion) ist sowohl beim
heterogenen als auch beim homogenen Kreditportfolio von drei Einflussfaktoren abhingig:
der Ausfallwahrscheinlichkeit, der Korrelation zum Makro-Faktor und der Anzahl der
Kreditnehmer innerhalb des Portfolios. Grundsitzlich lédsst sich folgern, dass je kleiner die
Ausfallwahrscheinlichkeit, je hoher die Korrelation und je kleiner die Anzahl der
Kreditnehmer ist, desto stidrker verschiebt sich die Verlustverteilung nach links. Bei kleinen
Ausfallwahrscheinlichkeiten sowie einer geringen Anzahl der Kreditnehmer entspricht dies
einer Konzentration der Verlustwahrscheinlichkeit am linken Rand der Verteilung, was
tendenziell zu eher geringeren Credit-Value-at-Risks fiihrt. Da eine steigende Korrelation
jedoch nicht nur zu einer Verschiebung der Verlustverteilung nach links, sondern auch zu
einem Abflachen der Verteilungsfunktion fiihrt, entfillt gleichzeitig eine hohere
Wahrscheinlichkeitsmasse auf hohe Verluste. Somit fiihrt eine steigende Korrelation sowohl
zu einer hoheren Wahrscheinlichkeitsmasse bei geringen als auch bei hohen Verlusten, was
inhaltlich bedeutet, dass extreme Ereignisse wahrscheinlicher werden.®!

3.2.1.3 Erweiterung der Faktor-Modelle

Multi-Faktor-Modell. Fiir eine spezifischere Modellierung des Einflusses von dem Makro-
Faktor auf die Firmenwertentwicklung soll im Folgenden das lineare Ein-Faktor-Modell aus
Formel (15) in ein lineares Multi-Faktor-Modell ausgeweitet werden:®

o1 Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 135

%2 Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 28f.
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(34) W/ =aX+bZ, , wobei X normalverteilt mit Mittelwertvektor ,null“ und
Kovarianzmatrix Y. = (plj) ist, wobei p, = Cov(W/, W) die Korrelation der Firmenwerte
beschreibt, und Z; unabhingig und standardnormalverteilt ist. Der Vektor a, = (a,,....,a,, )
beschreibt die konstanten Faktorgewichte des Makro-Faktors X. Der Parameter b; stellt

ebenfalls eine Konstante dar.

Fiir die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit gilt dann analog zu Formel (30):%

b,

1

(35) p,(X)=PW/ < B|x]= d{mj
Ebenso ergibt sich analog zu Gleichung (31) fiir die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit:
PlY, =1...Y, = 1]= E[PlY, =1,...¥, = 1|x]|= E{H pi(X)}
i=1

{255 o (ke
i=1 i

(36)

Allgemeine Erweiterung der Faktor-Modelle. Durch Ausweitung der Faktor-Modelle aus
Gleichung (15) bzw. (34) wird es moglich weitere, realistischere Verteilungen zu verwenden.
Eine Moglichkeit hierzu ergibt sich iiber die Einfithrung einer unabhingigen Zufallsvariable
U sowie der Variablen ¢, € R und d € R :*

BN W,/ =c,(U)+d(U)-(@.X +bZ,)

Entsprechend ist die Verteilung des Vektors (Wl,...,W”) abhéngig von der Hohe von ¢;, d und
der Verteilung von U. In Abhingigkeit von der jeweiligen Hohe von X und U ist die
Zufallsvariable W' ~ CID(ci U)+dU )-Zzl.X , dUu )-bl. )2) normalverteilt. Daraus folgt fiir die
bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit analog zu Formel (35):

(U)—d(U)-Ezin

dU)-b,

1

(38) P, < B|x,U]|= c1>(Bf — ¢

Ebenso gilt fiir die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit mit der Dichtefunktion f; der
Verteilung U analog zu Gleichung (36):

_ _11- - B —c (u)—d(u)dx =
(39) Py, =1,...%, =1]= | chb( o ] @ (Sox)f, (u)dxdu

% Formel (30) ist reprisentativ fiir in der Praxis verwendete Kreditportfoliomodelle, wie Moody’s KMV und
RiskMetrics; vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell
University, 2004. S. 28f.

% Vagl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 29
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Je nach der Wahl von ¢;, d und der Verteilung U konnen unterschiedliche Faktor-Modelle
gebildet werden. Werden beispielsweise fiir alle Werte u der Verteilung U c;(u) = 0 und d(u)
= 1 gesetzt, so ist Formel (37) mit Formel (34) identisch. Entsprechend ist der Faktorvektor
(Wl,...,W”) multivariat normalverteilt mit Mittelwertvektor null und Kovarianzmatrix i
Die Abhingigkeitsstruktur der Unternehmenswerte wird in diesem Fall durch die Normal-
oder GauB3-Copula ausgedriickt.

Eine Anderung des zugrundeliegenden Modells fiir die Firmenwertentwicklung bedingt, dass
gegebenenfalls auch die zugrundeliegende Copula angepasst werden muss. Werden in dem
Modell beispielsweise c(u) = 0 und d(u) = Jw/u firw> 0 und chi-quadrat-verteiltem U
(U ~ y*(w)) zugrunde gelegt, so ist der Faktorvektor (Wl,...,W”) mit Mittelwertvektor null,
Kovarianzmatrix %>  multivariat t-verteilt mit w > 2 Freiheitsgraden. Die
Abhingigkeitsstruktur wird dann durch die t-Copula beschrieben.®

Durch nachfolgende Verallgemeinerung von Formel (14) erhilt man:

(40) Y,(T)=1= W/ < B,

Daraus folgt, dass die gemeinsame Wahrscheinlichkeit nachfolgende Bedingung erfiillt:*

@) pTynT,) = Cpy (1), (1) = €Y (01T, (T,)
Wie bereits bei den beiden aufgefiihrten Beispielen deutlich wird, entspricht die Copula
C,X_”Tn des Faktorvektors (WTII,...,WYZ’) der Copula C der Ausfallzeitpunkte, was formal
verdeutlicht, dass der Eintritt von Ausfallereignissen bei Unternehmenswertmodellen immer
von der Entwicklung der Firmenwerte abhingig ist. Vergleicht man die beiden exemplarisch
genannten Copulae — die Gaul3- und die t-Copula — so wird deutlich, dass bei einer gegebenen
Kovarianzmatrix die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit und somit der erwartete Verlust
von der gewdhlten Copula abhingig ist. Einerseits gehoren beide Copulae aufgrund ihrer
Symmetrie zwar zur Gruppe der sog. elliptischen Copulae an, andererseits ist offensichtlich,
dass die t-Copula aufgrund der zugrunde liegenden t-Verteilung je nach Anzahl der
Freiheitsgrade eine mehr oder weniger deutlich ausgeprigte Abhédngigkeit in den Réindern der
Verteilung aufweist.”” Bei wenigen Freiheitsgraden ist die Abhingigkeit in den Rindern der t-
Verteilung deutlich  stirker ausgeprdgt als bei der GauB-Copula. Da die
Grenzausfallwahrscheinlichkeiten p; normalerweise sehr klein sind, fiihrt dies dazu, dass das
Modell mit der t-Copula dazu neigt im Verhiltnis zur GauB-Copula relativ niedrigere
Firmenwertentwicklungen fiir simtliche Unternehmen gleichzeitig zu simulieren und somit
gemeinsame Ausfille wahrscheinlicher macht als das Modell mit der Gau3-Copula. Bei einer
gegebenen Kovarianzmatrix und wenigen Freiheitsgraden, ist das Modell mit der t-Copula

% Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 30f.

% Ebenda

%7 Je weniger Freiheitsgrade der t-Verteilung zugrunde liegen, desto stirker ist die Abhingigkeit in den Rindern
der Verteilung ausgeprigt.
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gegeniiber dem Modell mit der Gaul3-Copula konservativer, da es zu hoheren gemeinsamen
Ausfallwahrscheinlichkeiten fiihrt.®® Obwohl mit der t-Copula extreme Ereignisse oftmals
besser berticksichtigt werden konnen, ist die Verwendung der Gauf3-Copula aufgrund deren
leichteren Implementier- und Kalibrierbarkeit in der Praxis weiter verbreitet.*’

3.2.2 Einfiihrung der mikrookonomischen Abhiingigkeit

Wie bereits erldutert, beschreibt die mikrookonomische Abhingigkeit die Abhingigkeit,
welche zwischen verschiedenen Unternehmen — aufgrund eines besonderen Verhiltnisses
zueinander — bestehen kann. Beispielsweise hat eine Verschlechterung der Bonitit einer
Muttergesellschaft meist einen negativen Einfluss auf die Bonitit der Tochtergesellschaft.
Ebenso konnen viele Ausfille von Kreditnehmern eines Kreditinstituts bei diesem
Liquiditdtsprobleme hervorrufen. Es ist offensichtlich, dass derartige Ereignisse bei einem
oder mehreren Unternehmen das Ausfallrisiko eines oder mehrerer anderer Unternehmen
beeinflussen konnen. Die Beriicksichtigung dieser Abhéngigkeiten ist jedoch sehr komplex
und wurde hinsichtlich der Modellierung in Theorie und Praxis bislang relativ selten
analysiert. Ein Ansatz ist es derartige Abhédngigkeiten in einem Unternehmenswertmodell zu
beriicksichtigen, indem ,,jumps‘ bei der Modellierung der Firmenwertentwicklung eingebaut
werden. Konkret bedeutet dies, dass ein Sprung nach unten in der Firmenwertentwicklung
eines Unternehmens mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit als Ausloser fiir weitere
Spriinge nach unten in der Firmenwertentwicklung anderer Unternehmen fungiert. Zwar
bietet dieser Ansatz eine gute Moglichkeit die Verbreitung von 6konomischen Notsituationen
zu modellieren, jedoch ist es iiber diesen Ansatz nicht moglich ein Ergebnis fiir die
gemeinsame Verteilung der historischen Tiefs der Firmenwerte in hoheren Dimensionen zu
bestimmen. Daher kann auch keine gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit berechnet
werden.”

Ein alternativer Ansatz ist es die Interaktionsbeziehungen {iiber die standardisierte
Ausfallschranke B; beim Bernoulli-Mischungsmodell nach Formel (30) einzubauen. Dies
kann geschehen, indem die Ausfallschranke als zufillig und von der Liquiditit eines
Unternehmens i abhédngig modelliert wird. Die Liquiditit des Unternehmens i ist wiederum
abhingig von der Bonitit der Geschiftspartner des Unternehmens. Sind die
Liquidititsreserven durch den Zahlungsausfall eines Geschiftspartners angespannt, werden
die Verluste in gleicher Hohe durch die Emission von weiterem Fremdkapital kompensiert.
Dies fiihrt zu einer Erhohung der Ausfallschranke, was zum Ausdruck bringt, dass die

% Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 30f.

% Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 210f.

" Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 32

Frankfurt School of Finance & Management
Working Paper No. 127

38



Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall

Ausfallwahrscheinlichkeit der Firma angestiegen ist. Fillt keiner der Geschiftspartner aus,
verbleibt auch die Ausfallschranke unverindert.’"’*

3.3 Intensitiatsmodelle

3.3.1 Einfiihrung der makrookonomischen Abhingigkeit

Die makrookonomische Abhédngigkeit kann bei Intensitdtsmodellen eingefiihrt werden, indem
davon ausgegangen wird, dass die Ausfallintensititen der einzelnen Firmen mit dem
makrookonomischen Umfeld korrelieren. Die Grundlage dessen bietet im Folgenden ein
Intensititsmodell mit stochastischer Intensitit — also ein Cox-Prozess. Aufgrund der
Portfoliobetrachtung wird der Cox-Prozess hier im multivariaten Fall betrachtet. Ein
multivariater Cox-Prozess ist dann gegeben, wenn die individuellen inhomogenen Poisson-
Prozesse N,,...,N, der Ausfallzeiten 7,,...,7, mit den entsprechenden Intensititen Zi,...,Z"
einem unabhingigen Cox-Prozess folgen.”” Ein derartiger Cox-Prozess kann gebildet werden,
indem stochastische Risikofaktoren eingefiihrt werden, welche die Intensitédt beeinflussen.
Konkret bedeutet dies, dass fiir jedes Unternehmen i eine stochastische Variable X;, welche
das idiosynkratische Risiko eines individuellen Unternehmens modelliert, sowie eine weitere
stochastische Variable Xj,;, welche zur Modellierung des systematischen Risikos aller
Unternehmen dient, eingefiihrt werden. Kommt es also zu einem systematischen Schock, so
sind davon alle Unternehmen iiber X, gleichermaen betroffen - lediglich der
idiosynkratische Risikofaktor X; sorgt dafiir, dass das kumulierte Risiko aus beiden Faktoren
unternehmensspezifisch hoher oder geringer ausfillt.”* Mit dieser Aussage wird gleichzeitig
impliziert, dass die beiden Risikofaktoren durch Addition miteinander verkniipft sind.
Entsprechend gilt:

42) 4 =A(X,)=X,, +X

Syst i

Auch, wenn dies ein hiufig getroffene und intuitiv nachvollziehbare Annahme ist, so ist die
Verkniipfung beider Komponenten auch iiber andere nicht-negative stochastischen
Funktionen /~\i (X) denkbar.

Fiir die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit S gilt:”

"I'Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 32

" Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieses Ansatzes s. Giesecke, Kay et al.: Cyclical Correlations, Credit
Contagion, and Portfolio Losses. Ithaca, USA: Cornell University sowie Berlin: Technische Universitit Berlin,
2003.

3 Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 51

™ Vgl. Giesecke, Kay: A Simple Exponential Model for Dependent Defaults, in: Journal of Fixed Income Vol.
13,2003.S. 4

> Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 51f.
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}/T, (t)dt
@3) Slz, > T|(X,) ., |= E9| e ®

Durch Einsetzen von Formel (42) in Gleichung (43) ergibt sich aufgrund der Unabhéngigkeit

von X ., und X, fir die individuelle Uberlebenswahrscheinlichkeit: °
} Amt _} Xi (t)dt
(44) S[t; >T]=E2|e © -EQ e

Die Realisationen der Risikofaktoren X, und X, bestimmen dementsprechend die Hohe
der Intensitit von jedem individuellen Unternehmen. Nichtsdestotrotz muss beachtet werden,
dass der Eintritt von Ausfallereignissen — bei gegebenen Realisationen der Risikofaktoren —
voneinander unabhingig erfolgt. Der Prozess N; ist daher (in Abhingigkeit von der Hohe der

Realisationen von Xy, und X;) bedingt unabhingig.

Fiir die gemeinsame bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit gilt entsprechend:”’
Syl
45) Sle, > T, 7, > T,|(X (¢ (),er = HS[T > T|(X ())ep = e 70

bzw. fiir die gemeinsame (unbedingte) Uberlebenswahrscheinlichkeit:

—i?l,-(r)dt
46) s(1,...T,)=S[t, > T,,....7, >T,] = E| e =0

Die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit entspricht somit:

S aou
@7 p(1;,...T,)=Plt, <T,,...7, <T,|=1-E2| e =0

Einfilhrung von Copulae zur Modellierung der gemeinsamen Uberlebens-/
Ausfallabhiingigkeiten. Zu jeder Uberlebenswahrscheinlichkeit s existiert eine dazugehorige
Copula C analog zu Gleichung (2):"8

"6 Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 51f.

" Ebenda.

" Vgl. ebd., S. 53
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(48) Clu,....,u,)= s(sl_ (79 W (78 )) mit der Grenziiberlebenswahrscheinlichkeit

5;(T)= 5[z, >T]=1-p,(T)

Fiir die Grenziiberlebenswahrscheinlichkeit wird in der Regel:

—}Zi(t)dt
(49) 5,(T)=e ©

angenommen.

Fiir die gemeinsame Uberlebenswahrscheinlichkeit gilt entsprechend: ”

(50) s(Ty.....T,,) = C(s,(T})..... 5, (T,)
Die sich aus (48) bzw. (50) ergebende Copula ist offensichtlich abhingig von der Wahl der
Funktionen Kl. sowie der Verteilung von X; bzw. X, Grundsitzlich kann jede Copula dazu
verwendet werden, die entsprechenden Abhingigkeiten zu modellieren. Wie bereits
beschrieben, wird in der Praxis hédufig die GauB-Copula als Abhédngigkeitsmall unterstellt,
wobei diverse Arbeiten fiir die Verwendung der t-Copula anstelle der Gaul3-Copula pléddieren,
da damit extreme Ereignisse besser beschrieben werden konnen.*

Kalibrierung. Zur Kalibrierung werden die Intensititen ZL von den Marktdaten abgeleitet
und eine Copula geschitzt, welche ungefihr die Korrelation am Markt beobachtbarer Daten,
wie der Firmenwertentwicklung oder der Entwicklung von Aktien, der jeweiligen abhingigen
Firmen wiedergibt. Letztlich ist die Wahl der Copula jedoch willkiirlich, da die empirische
Datenbasis nicht ausreichend ist, um die Abhédngigkeitsstruktur abschlieBend einschitzen zu
konnen. Da jedoch unterschiedliche Copulae zu teilweise deutlich voneinander abweichenden
Ergebnissen fithren konnen, besteht immer ein inhérentes Modellrisiko."!

Beispiel

Nachdem die A-Bank anhand von Portfoliomodellen sowohl homogene als auch heterogene
Kreditportfolien analysiert hat, interessiert sie sich nun dafiir derartige Portfoliomodelle zur
Bewertung von Finanztiteln einzusetzen. Insbesondere mochte sie die Intensitidtsmodelle dazu
nutzen, um einen Basket Credit Default Swap (Basket CDS) zu bewerten. Bei Basket CDS
handelt es sich um eine Auspriagung von Credit Default Swaps, bei welchen — im Gegensatz
zum CDS-Kontrakt — mehr als ein Referenztitel zugrunde gelegt wird. Damit entspricht der
Basket CDS n-Abschliissen von einzelnen, auf die entsprechenden Risikoaktiva bezogenen,

" Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 53

80 Vgel. Martin, Marcus R.W. und Reitz, Stefan und Wehn, Carsten S.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle —
Eine mathematische Einfithrung. Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 210

81 Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 53
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CDS-Kontrakten, wobei ,,n‘“ fiir die Anzahl der einzelnen abzusichernden Kredite steht.®? Um
eine differenziertere Risikoabsicherung sowie eine giinstigere Primie zu erzielen, wird in der
Praxis oft eine weitergehende Spezifizierung des Credit Events vorgenommen. Hiufige
Varianten sind n"-to-default-Strukturen, bei welchen der Sicherungsnehmer sich nur gegen
den ,,n“-ten im Portfolio eintretenden Credit Event absichert.®

Die A-Bank mochte das beschriebene Intensititsmodell nutzen, um einen fiinfjdhrigen n"-to-
default-Swap bestehend aus drei Referenztiteln mit konstanten fairen CDS-Spreads von s; =
40 bps, so = 50 bps und s3 = 30 bps zu bewerten. Dariiber hinaus wird weiterhin eine
konstante Zinsstruktur von r = 5% sowie eine Recovery-Rate von 40% unterstellt. Aus
Vereinfachungsgriinden wird daneben von einer konstanten Asset-Korrelation zwischen den
Referenztiteln von p = 0,3 und diskreten Primienzahlungen ausgegangen. Der faire Spread
eines derartigen Basket CDS bestimmt sich anhand von:*

EQ[zu—Rec,-)-Dﬂo, )1{}j
i=1

(51) sy =

EQ (zAk ) DFk ’ 1{k<Tn:m,TmmST} + zAk ’ (Tn:m - k) ’ DF(O’ Tn:m ) ’ I{Z'izrn:m,r,,:mST}J
k=1 k=1

wobei n:m den ,,n“-ten Ausfall bei m Referenztiteln und Ak die Periodenldnge zwischen den
Zeitpunkten der Prdmienzahlungen #; bezeichnet. Hierbei ist zu beachten, dass sich die
Summe der Diskontfaktoren fiir die Zeit bis zur letzten (vollen) Primienzahlung vor Eintritt
des Ausfallereignisses anhand von nachfolgender Gleichung ergibt:85

min(fn:m’T) 1 _ e_r'(min(rn:m’T)"'l)

(sz)Zv:Ai-DFiz Dl = -1

-r
i=1 i=1 1-e

Andererseits ist anzumerken, dass Formel (51) die Annahme zugrunde liegt, dass zu jedem
Ausfallzeitpunkt, welcher zwischen den Pramienzahlungsterminen liegt, exakt der Anteil der
Préamie fiir die anteilige Periode gezahlt wird.

%2 Vgl. Arvantis, Angelo et al.: Credit: The complete guide to pricing, hedging and risk management. London:
Risk Waters Group Ltd., 2001. S. 125
83 Vgl. Posthaus, Achim: Exotische Kreditderivate, in: Burghof, Hans-Peter et al.: Kreditderivate — Handbuch fiir
die Bank und Anlagepraxis. Stuttgart: Schiffer-Poeschel Verlag, 2005. S. 74ff. sowie Horat, Robert:
Kreditderivate — Variantenreiche Finanzinstrumente mit Potential fiir die Praxis, in: Der Schweizer Treuhinder,
November 2003. S. 970
84 Vgel. Martin, Marcus R.W. und Reitz, Stefan und Wehn, Carsten S.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle —
8Esine mathematische Einfiihrung. Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S.206

Ebenda.
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Fiir die Bewertung von Finanztiteln mit einer n"-to-default-Struktur ist es von zentraler
Bedeutung den Ausfallzeitpunkt zu modellieren. Hierzu soll im Folgenden die Moglichkeit
einer Bewertung anhand der Verwendung von Copulae nach Li aufgezeigt werden:®

Die Modellierung der Ausfallzeit eines Referenztitels kann anhand der Verteilungsfunktion

F(¢) der Ausfallzeit geschehen:

jﬂ,(u )du
(53) F,(1)=E%(r, <t)=1-¢"
Da in diesem Fall gilt, dass Fi(Ti) auf [0,1] gleichverteilt ist, entspricht im Umkehrschluss:

(54) 7, = Fl._l(U l.), wobei U; eine auf [0,1] gleichverteilte Zufallsvariable ist.

Bei der Betrachtung eines einzelnen Titels ergibt sich entsprechend:

(55) F; (t)=1- ¢~*' = u mit u = Realisation der Zufallsvariable U;

Durch Umformung erhilt man:

In(1—u)
A

1

(56) 1=—

Zur Bewertung von Basket-Kreditderivaten wird jedoch die risikoneutrale gemeinsame
Verteilung der Ausfallzeiten — also die multivariate Verteilungsfunktion F aller Ausfallzeiten
T= (2'1,..., Tn) — benotigt. Diese ergibt sich grundsétzlich anhand von:

(57) F(t),...t,)= E%(z, <t,,...7, <1,)

Da die Randverteilungen dabei zwangsldaufig gemidl Formel (53) bzw. (54) definiert sind,
kann die Abhingigkeitsstruktur iiber Copulae bestimmt werden. Verwendet man die
Gaul3"sche Copula, so gilt:

(58) Fltyont,) = C(F () F, (1) = @, (@7 (1)) @7 (F, (1, Z)

Daraus folgt, dass ausgehend von:

(59 F(@(x))<t; & x <@ (F()

iber eine Realisation (xi,...,x,) eines standardnormalverteilten Zufallsvektors X ~ N, (0, Z)

die abhingigen Ausfallzeiten der einzelnen Referenztitel anhand nachfolgender

Vorgehensweise simuliert werden kénnen:®’

% Vgl. Li, David X.: On Default Correlation: A Copula Funktion Approach, in: Riskmetrics: Working Paper
Number 99-07, 2000. sowie Martin, Marcus R.W. und Reitz, Stefan und Wehn, Carsten S.: Kreditderivate und
Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung. Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 201ff.
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1. Bootstrapping der Ausfallintensitidten der Randverteilungen F; aller Referenztitel aus
den Marktquotierungen der CDS-Spreads

2. Generierung abhdngiger normalverteilter ZufallsgroBen zu einer gegebene
Korrelationsmatrix anhand von:

a. Erzeugung von n unabhingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen r;, was
zu einem Vektor r der Zufallsvariablen fiihrt.

b. Multiplizierung des Vektors mit der mittels Cholesky-Zerlegung der
Korrelationsmatrix gewonnenen unteren Dreiecksmatrix I'. Dadurch wird ein
Vektor (x;,...,x,)=T-r bestehend aus standardnormalverteilten abhingigen
Zufallszahlen x;, welche iiber die Korrelationsmatrix miteinander korrelieren,
gebildet.

3. Aus dieser Realisation (xi,...,xn) lassen sich anhand von (59) die Ausfallzeiten
errechnen

Anschliefend kann anhand der beschriebenen Vorgehensweise eine Monte-Carlo-Simulation
durchgefiihrt werden.

Fiir die Bewertung des n"-to-default-Swaps der A-Bank bedeutet dies, dass zuerst aus den
gegebenen Marktdaten die entsprechenden Ausfallintensititen bestimmt werden miissen. Die
Umrechnung kann dabei beispielsweise approximativ iiber das sog. ,,Credit Triangle*
erfolgen. Das Credit Triangle stellt einen approximativen Zusammenhang zwischen dem
fairen CDS-Spread und der Ausfallintensitédt her. Anhand des Credit Triangles ergibt sich die

Ausfallintensitit anhand von: %8

cDs
So

1— Rec

(60) 4 =

Fiir die jeweiligen Unternehmen ergeben sich danach Ausfallintensititen von 4; = 0,6667%,
A2 =0,8333% und 43 = 0,5000%. Aufgrund der Annahme konstanter CDS-Spreads und somit
konstanter Ausfallintensititen lassen sich die entsprechenden Randverteilungen in
Abhingigkeit von der Zeit tiber Formel (55) bestimmen. Nachfolgende Tabelle gibt — anhand
eines Szenarios der Monte-Carlo-Simulation — einen Uberblick iiber die einzelnen oben
beschriebenen Berechnungsschritte, wobei aufgrund der Asset-Korrelation von 0,3 bei Drei-
Wertpapier-Fall die folgende Cholesky-Matrix zum Einsatz kommt:*

%7 Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 200ff.

% Vgl. ebd., S. 178f.

¥ Vagl. ebd., S. 202f.
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1 0 0 1 0 0
G T=|p 4l-p? 0 =103 09539 0
1- - 0,3 02201 09282
p p =L hioprf14122
I+p I+p
s; (in Ai (in =(C-r)| v. = ; In(1-y,
i u; r =CI)_1(Mi) Xi (F r)z Vi q)(xl) Ti — _M
bps) %) A
1] 40 | 0,6667 | 00278 | -19142 -1,9142 0,0278 4,2288 Jahre
2| 50 |0,8333 ] 00337 | -1,8290 -2,3190 0,0102 1,2300 Jahre
3] 30 |0,5000 | 03578 | -0,3643 -1,3151 0,0942 19,7971 Jahre

Tab. 4: Ein Szenario der Monte-Carlo-Simulation zur Ermittlung des nth—to—defalult—Spreads90

Das in obiger Tabelle aufgefiihrte Szenario der Monte-Carlo-Simulation fithrt zu zwei
Ausfillen wihrend der fiinfjihrigen Laufzeit des n"-to-default-Swaps. So fillt zuerst der
zweite Referenztitel nach 1,23 Jahren und anschlieBend der erste Referenztitel nach 4,2288
Jahren aus. Der dritte Referenztitel wiirde erst nach 19,7971 Jahren ausfallen, so dass dessen
Ausfall fiir den fiinfjihrigen Swap unberiicksichtigt bleibt. Zur Bewertung des n"-to-default-
Swaps muss nun fiir jedes Szenario der Monte-Carlo-Simulation anhand von Formel (51)
sowohl der Barwert des Contingent Legs (Zihler) als auch der Barwert des Premium Legs
(Nenner) fiir den ersten, den zweiten und den dritten Ausfall berechnet werden. Fiir das oben
beschriebene Szenario der Monte-Carlo-Simulation ergibt sich:

First-to-Default Second-to-Default Third-to-Default
Contingent Leg 0,5642 GE 0,4846 GE -
Premium Leg 1,1675 GE 3,7207 GE 4.3143 GE

Tab. 5: Contingent und Premium Leg eines Szenarios der Monte-Carlo-Simulation®*

Da es bei dem dritten Referenztitel nicht zum Ausfallereignis wihrend der Laufzeit kommt,
erfolgt keine Ausgleichszahlung. Das Contingent Leg ist dementsprechend ,null®.
Nichtsdestotrotz miissen die zu zahlenden Primien fiir diesen Referenztitel bis zum Ende der
Laufzeit (und dementsprechend nicht bis zum Eintritt eines Ausfallereignisses) beriicksichtigt
werden. Um abschlieBend den fairen Spread des First-to-Default-, Second-to-Default- und

% Eigene Berechnungen in Anlehnung an: Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle —
Eine mathematische Einfithrung. Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 207

°! Eigene Berechnungen in Anlehnung an: Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle —
Eine mathematische Einfiihrung. Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 207f.
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Third-to-Default-Swaps berechnen zu konnen, sollten moglichst viele Szenarien simuliert
werden. Um zu groffe Abweichungen zu verhindern, sollten mindestens 20.000 Simulationen
durchgefiihrt werden.”” AnschlieBend miissen die Mittelwerte der Barwerte des Contingent
Legs und des Premium Legs gebildet werden. Der Quotient der Mittelwerte aus beiden Legs
entspricht letztlich dem fairen Default-Spread. Anhand von 1.000 durchgefiihrten
Simulationen erhielt die A-Bank folgende Ergebnisse:93

First-to-Default Second-to-Default Third-to-Default

Fairer Spread 1,1087% 0,1848% 0,0123%

Tab. 6: Faire n"™-to-default-Swap-Spreads bei 1.000 durchgefiihrten Simulationen®

Nachdem die A-Bank auf diese Weise den nth—to—default—Swap bewertet hat, interessiert sie
sich fiir den Zusammenhang zwischen der angenommenen Asset-Korrelation und den Spreads
des n"-to-default-Swaps. Hierzu fiihrt die A-Bank jeweils weitere 1.000 Simulationen fiir die
Korrelationen p € {0;0,1;0,2;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8;0,9;1} durch und veranschaulicht die
Ergebnisse anhand der nachfolgenden Abbildung:

1,40 T

120 -
1,00 A\

TN

0,60

mth-to-Default-Spread (in %)

0,40

0,20 7

0,00 T \ ] T T \ \ \ \ |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
— FtD-Spread StD-Spread —— TtD-Spread Korrelation

Abb. 9: Abhingigkeit des nth—to—Default—Spreads von der Basket-Korrelation®

%2 Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 200

% Die Durchfiihrung von 1.000 Simulationen ist fiir ein korrektes Pricing nicht ausreichend; da im Rahmen
dieser Arbeit die grundsitzliche Vorgehensweise beschrieben werden soll und eine Ausweitung der
Simulationsanzahl leicht moglich ist, wurde dies billigend in Kauf genommen.

 Eigene Berechnungen
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Die Graphik zeigt deutlich, dass die fairen n"™-to-Default-Spreads bei steigender Asset-
Korrelation konvergieren. Dabei zeigt sich, dass bei einer Asset-Korrelation von ,,null* der
faire FtD-Spread geringfiigig oberhalb der Summe der individuellen CDS-Spreads des
Baskets liegt und, dass der faire FtD-Spread bei einer Asset-Korrelation von ,eins‘
geringfiigig oberhalb des weitesten individuellen CDS-Spreads des Baskets liegt. Das starke
,Rauschen bei der Entwicklung der Spreads hingt mit der geringen Anzahl der Simulationen
zusammen. Je hoher die Anzahl der Simulationen gewihlt wird, desto geringer werden diese
Abweichungen. Daraus lésst sich folgern, dass hinsichtlich der Spreads und der Intensititen
der Referenztitel je nach Hohe der Korrelation gilt:*®

(62) max(s;)< sy <5, bzw. max(Z (1)) < App (1) < Z/Tl(t)

i=1 i=1

3.3.2 Einfiihrung der mikrookonomischen Abhiingigkeit

Ahnlich wie bei Unternehmenswertmodellen besteht die Idee zur Einfilhrung der
mikrookonomischen Abhingigkeit bei Intensititsmodellen in der Einfithrung von Spriingen.
Bei Intensititsmodellen werden jedoch die Intensitdten durch korrelierte Spriinge miteinander
in Abhdngigkeit gebracht. So kann beispielsweise die Intensitidt eines Unternehmens explizit
von der Bonitdt der Geschiftspartner abhingig sein. Formal kann dies zum Beispiel iiber
folgende Gleichung beriicksichtigt werden:

63) A(1)=h(e)+> a;-N;(t),

J#i

wobel h; der Basisintensitit bzw. der Intensitdt bei einem einzelnen bonititssensitiven
Finanztitel entspricht und N; den Ausfallindikatorprozess des Unternehmens j gewichtet mit
dem Parameter a; darstellt. a; muss dabei so gewihlt werden, dass A; nicht negativ ist. Um ein
hierbei eventuell auftretendes Zirkularititsproblem zu umgehen, besteht die Mdoglichkeit zu
definieren, dass der Effekt immer nur von primiren Unternehmen auf sekundire Firmen
ausgeiibt wird.

% Eigene Berechnungen in Anlehnung an: Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle —
Eine mathematische Einfithrung. Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 207ff.

% Vgl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 204{f.

*7 Fiir eine weiterfithrende Diskussion s. Schonbucher, Philipp J.: Credit Derivates Pricing Models: Models,
Pricing and Implementation. Chichester, England: John Wiley & Sons Ltd., 2003. S. 321
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3.4 Hybride Kreditrisikomodelle

3.4.1 Einfiihrung der makrookonomischen Abhingigkeit

Da hybride Kreditrisikomodelle hinsichtlich des FEintritts eines Ausfallereignisses auf
Unternehmenswertmodellen aufbauen, gelten fiir diese die Erkenntnisse des Abschnitts 3.2
hinsichtlich der makrodkonomischen Abhingigkeit analog.”

3.4.2 Einfiihrung der mikrookonomischen Abhiingigkeit

Die Einfiithrung der mikrookonomischen Abhéngigkeit bei hybriden Kreditrisikomodellen ist
relativ gradlinig. Im Wesentlichen bestehen zwei Moglichkeiten eines Informationsdefizits:
zum Einen hinsichtlich der Hohe der Ausfallschranke und zum Anderen hinsichtlich des
Firmenwerts. In beiden Fillen ist die Vorgehensweise jedoch dhnlich. Kommt es bei
unbekannter Hohe der Ausfallschranke zum Eintritt eines Ausfallereignisses, so kann dieser
dazu genutzt werden, um daraus die Hohe der Ausfallschranken fiir die verbleibenden
Unternehmen einzuschitzen. Konkret bedeutet dies, dass die getroffene Verteilungsannahme
hinsichtlich der Ausfallschranke anhand der zusitzlichen Informationen aufgrund des
unerwartet eingetretenen Ausfallereignisses tiberdacht und gegebenenfalls modifiziert werden
kann. Eine Modifikation bedingt selbstverstindlich eine erneute Kalkulation der
Ausfallwahrscheinlichkeiten ~ der  verbleibenden  Unternechmen.””  Besteht  ein
Informationsdefizit hinsichtlich des Firmenwerts, so kann der Eintritt eines Ausfallereignisses
analog genutzt werden, um die urspriinglichen Annahmen der Investoren hinsichtlich der
Qualitdt der Unternehmensinformationen bei den verbleibenden Firmen zu iiberdenken und
gegebenenfalls zu modifizieren. Je mehr unerwartete Ausfille eintreten, desto
wahrscheinlicher ist es, dass die urspriinglichen Annahmen der Investoren falsch waren.'” In
beiden Fillen erfolgen die empirisch zu beobachtenden Spriinge in den Credit Spreads
einzelner Unternehmen aufgrund impliziter Informationsasymmetrien.101

3.5 Praxisbeispiel: Bewertung von Collateralized Debt Obligations

Funktionsweise. Collateralized Debt Obligations (CDO) stellen eine mogliche
Verbriefungsform von Kreditrisiken dar. Hierbei wird ein relativ groes Portfolio von
Referenztiteln in einzelne Tranchen eingeteilt, welche anschliefend an Investoren verkauft
werden. Anfallende Verluste in dem Portfolio werden zuerst der Tranche belastet, welche als
,Equity Tranche* oder ,,First Loss Piece* bezeichnet wird. Erst, wenn diese Tranche durch

% Vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S. 59

% Ebenda

1% yol. Collin-Dufresne, Pierre et al.: Are Jumps in Corporate Bond Yields Priced? Modeling Contagion via the
Updating of Belief. Pittsburgh, USA, St. Louis, USA und Columbus, USA: Carnegie Mellon University,
Washington University und Ohio State University, 2002. S. 15ff.

'%"'vgl. Giesecke, Kay: Credit Risk Modeling and Valuation: An Introduction. Ithaca, USA: Cornell University,
2004. S.59
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anfallende Verluste komplett aufgezehrt ist, werden weitere Verluste der nédchst hoheren
Tranche, welche als Mezzanine Tranche bezeichnet wird, belastet. Die hochste Tranche,
welche erst dann von Verlusten betroffen ist, wenn alle anderen Tranchen bereits aufgezehrt
sind, wird als ,,Senior Tranche* oder auch als ,,Super Senior Tranche* bezeichnet. Zwischen
der Equity Tranche und der Senior Tranche liegen beliebig viele Mezzanine Tranchen.
Wihrend Investoren in Senior Tranchen dementsprechend das geringste Ausfallrisiko tragen,
tragen Investoren in die Equity Tranche das hochste Ausfallrisiko. Gleichzeitig werden die
Couponzahlungen sowie die Riickzahlung des Nominals (am Ende der Laufzeit) aus den
zugrunde liegenden Referenztiteln zuerst an die Investoren der Senior Tranche, dann an die
Investoren der Mezzanine Tranchen und letztlich an die Investoren der Equity Tranche
verteilt. Diese Struktur wird oftmals als Wasserfall-Struktur bezeichnet.'® Folglich tragen die
Investoren in die Equity Tranche das grofte Risiko, was durch eine entsprechend hohere
Verzinsung der Equity Tranche kompensiert wird, und Investoren in die Senior Tranche das
geringste Risiko, weshalb diesen ebenso die geringste Verzinsung zusteht. Nachfolgende
Abbildung veranschaulicht die Funktionsweise von CDO graphisch:
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Abb. 10: Funktionsweise von Collateralized Debt Obligations'®

Eine Alternative zur klassischen Verbriefung von Referenztiteln iiber CDO stellen
synthetische CDO dar. Diese beziehen sich nicht auf ein bereits vorhandenes Kreditportfolio,

192 ygl. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 48
1% vgl. ebd., S. 47
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sondern auf einen Pool von Referenztiteln, welcher synthetisch iiber CDS-Kontrakte gebildet
wird.

Grundlagen zur Bewertung von CDQO. Unabhingig davon, ob es sich um eine klassische
Verbriefung oder einen synthetischen CDO handelt, erfolgt die Zuordnung zu einzelnen
Tranchen anhand sogenannter Tranchierungspunkte, welche auch als Attachment und
Detachment Points bezeichnet werden. Diese bestimmen in Prozent des Nominals die
Grenzen von und bis wann ein Investor die auftretenden Verluste in einem Portfolio zu tragen
hat. Per Definition hat die Equity Tranche einen unteren Tranchierungspunkt von 0% und die
Senior Tranche einen oberen Tranchierungspunkt von 100%. Daraus resultiert eine
wesentliche Konsequenz fiir die Bewertung von CDO: im Gegensatz zu CDS- oder n"-to-
default-Kontrakten ist nicht nur in ,,Totalausfall*“ (abgesehen von der Recovery-Zahlung) und
,,Uberleben” des Referenztitels zu unterscheiden; vielmehr kann auch nur ein Teil einer
Tranche ausfallen. Dementsprechend ist eine malgebliche Grofle bei der Bewertung von
CDO anstelle von der Uberlebenswahrscheinlichkeit in einem ,,Uberlebensanteil* Stap ZU
sehen. Der Uberlebensanteil gibt dabei den Anteil am zugrundeliegenden Referenzpool an,
welcher nicht ausgefallen ist. Dabei ist gleichzeitig zu beriicksichtigen, dass diese Definition
auch Recovery-Zahlungen umfasst.'® Solange die Verluste innerhalb eines Pools kumuliert
geringer als der untere Tranchierungspunkt einer Tranche sind, ist der Investor dieser Tranche
von den Ausfillen nicht betroffen. Ubertreffen die Verluste den oberen Tranchierungspunkt,
so erleidet der Investor einen Totalausfall. Zwischen beiden Tranchierungspunkten
partizipiert der Investor mit jedem weiteren Ausfall linear.'® Geht man von einem Portfolio
mit 100 gleich grolen Referenztiteln, welche alle eine identische Recovery-Rate von 40%
aufweisen, aus, so ist ein Investor in eine Mezzanine Tranche mit einem unteren
Tranchierungspunkt von 3% und einem oberen Tranchierungspunkt von 9%, von den ersten
fiinf Ausfillen im Portfolio nicht betroffen. Ab dem sechsten Ausfall partizipiert er linear bis
zum 15. Ausfall. Mit diesem Ausfall (sowie bei Eintritt von weiteren Ausfillen) erleidet der
Investor einen Totalverlust.'” Nachfolgende Abbildung soll den Zusammenhang graphisch
verdeutlichen:

1% v gl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 273

19 Unter der im Allgemeinen getroffenen Annahme eines homogenen Portfolios, d.h. insbesondere bei
identischem Nominal und Recovery-Zahlung aller Referenztitel

19 vg]. Martin, Marcus R.W. et al.: Kreditderivate und Kreditrisikomodelle — Eine mathematische Einfiihrung.
Vieweg Verlag: Wiesbaden, 2006. S. 50
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Abb. 11: Payoff-Profil eines Investors in eine Mezzanine Tranche eines CDO'"’

Wie obige Abbildung deutlich macht, entspricht das Payoff-Profil eines Investors in einen
CDO dem Payoff einer Investition in eine Put Spread Option. Nachfolgende Formel gibt den
Payoff einer derartigen Put Spread Option an:

(64) Payoffj,,(z)= ﬁ [max(b - z,0)— max(a — z,0)],

wobei a den unteren und b den oberen Tranchierungspunkt sowie z den anteiligen
Portfolioverlust beschreiben. Um den Uberlebensanteil bestimmen zu konnen, ist es
notwendig letztere Formel mit der entsprechenden Verlustverteilung zu kombinieren.'®

Wird davon ausgegangen, dass das Kreditportfolio aus endlich vielen Referenztiteln besteht,
welche alle das gleiche Nominal sowie eine identische Recovery-Rate aufweisen, so kann der
Uberlebensanteil anhand der folgenden Formel bestimmt werden:

n l‘ .
(65) Spup) = ZPayoma,b](; (1- Rec)j -pli) .
i=0
wobei p(i) die Ausfallwahrscheinlichkeit von i Ausfillen innerhalb des Portfolios bestehend

aus n Referenztiteln angibt. Man beachte, dass das z aus der Payoff-Formel als der Verlust bei
i Ausfillen und nicht als die Anzahl der Ausflle selbst definiert ist.'”

197 Eigene Berechnungen in Anlehnung an: Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A
Practical Guide to Credit Risk Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 274

1% Vol Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 274f.

1% Ebenda.
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Sobald das Portfolio aus ungleich gewichteten Referenztiteln besteht oder bei den
Referenztiteln von unterschiedlichen Recovery-Raten auszugehen ist, muss p(i) durch
Dichtefunktion der Ausfallwahrscheinlichkeit p(z) mit 0 < z < 1 ersetzt werden: ''°

1
(66) Si,) = E[Payofti, = [ Payoffy, ,(2)- plz)dz
0

Die Variable z beschreibt dabei den Portfolioverlust in Prozent unter Beriicksichtigung der
Recovery-Zahlung.

Nachfolgende Abbildung soll den Zusammenhang zwischen der Dichtefunktion der
Ausfallwahrscheinlichkeit und der Asset-Korrelation verdeutlichen. Obwohl allen
Verteilungen die gleiche durchschnittliche Wahrscheinlichkeit zugrunde liegt, zeigt die
Graphik deutlich, dass mit steigender Asset-Korrelation die Konzentration der
Wahrscheinlichkeitsmasse am linken Rand zunimmt. Versucht man die nachfolgenden
Graphen mit dem Graph der Payoff-Struktur zu kombinieren, so wird deutlich, dass der
Uberlebensanteil stark von der Dichtefunktion der Ausfallwahrscheinlichkeit und somit von

der Asset-Korrelation abhingig ist.'"!

20%
18%
16% - /\
14%
12%

\
oA

8% T

6% T / /

Wahrscheinlichkeitsdichte

4% -
2% 1
AN
0% ‘ : — —_ ‘
0% 6% 12% 18% 24%

Anteiliger Portfolioverlust

— 1% 5% 30% 70% (Korrelation)

Abb. 12: Dichtefunktion der Ausfallwahrscheinlichkeit in Abhédngigkeit von der
Asset-Korrelation' 2

"9y gl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 274f.

"ygl. ebd., S. 276

" In Anlehnung an: Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to
Credit Risk Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 277

Frankfurt School of Finance & Management
Working Paper No. 127

52



Modellierung des Kreditrisikos im Portfoliofall

Bewertung von CDO anhand des Homogenous Large Portfolio Gaussian Copula-
Modells. Das Homogenous Large Portfolio Gaussian Copula-Modell, kurz HLPGC, stellt das
wohl am héufigsten verwendete Modell zur Bewertung von CDO dar und bildet — trotz der
Modell-inhdrenten Unvollkommenheiten — den Marktstandard zur Preisquotierung von
standardisierten CDO Tranchen auf Kreditindizes.'"? Daher soll anhand dieses Modells im
Folgenden ein Weg zur Bewertung von CDO aufgezeigt werden. Bereits der Name des
Modells weist auf die wesentlichen, im Rahmen des Modells getroffenen, Annahmen hin.
Bevor jedoch auf die zugrunde liegenden Annahmen eingegangen wird, soll an dieser Stelle
angemerkt werden, dass das HLPGC-Modell auf dem Ein-Faktor-Modell nach Vasicek
aufbaut, wie es bereits in Abschnitt 3.2.1.2 beschrieben wurde. Die erste Annahme des
HLPGC-Modells besteht darin, dass das zugrunde liegende Portfolio als homogen angesehen
wird. Dies bedeutet insbesondere, dass sidmtliche Referenztitel iiber ein identisches Nominal,
einer identischen zeitabhidngigen Ausfallwahrscheinlichkeit p, einer identischen Recovery-
Rate und einer identischen Korrelation verfiigen. In der Regel wird dariiber hinaus die
Annahme getroffen, dass sich die Ausfallwahrscheinlichkeit anhand nachfolgender
Approximation ergibt:'"*
5T
(67) p=1—e IRec,

wobei s den (identischen) Spread der Referenztitel beschreibt.

Da Kreditportfolien in der Realitidt meist heterogen ist, liegt dieser Annahme letztlich die Idee
zugrunde, dass die Bildung eines (gewichteten) Durchschnitts fiir die Bestimmung der
Ausfallwahrscheinlichkeit ausreichend ist. Damit stellt die erste Annahme gegeniiber der
Realitit eine starke Vereinfachung dar.

Die zweite Annahme besagt, dass dem Modell ein (unendlich) groBes Kreditportfolio
zugrunde gelegt wird. Auf diese Weise wird gewihrleistet, dass die Verlustverteilung
kontinuierlich ist. Da CDO meist grole Kreditportfolien zugrunde gelegt werden, ist diese
Annahme unkritisch. '

Die dritte und letzte Annahme beschreibt die Abhingigkeitsstruktur der Ausfille. Als
Abhiéngigkeitsstruktur wird die Gauss“sche Copula angenommen. Letztlich besagt dies, dass
die Ausfallkorrelation indirekt durch die Asset-Korrelationen zwischen den einzelnen
Referenztiteln modelliert wird. Dies geschieht, wie in Abschnitt 3.2.1.2 beschrieben, indem
als Verteilung des Makro-Faktors X und als Verteilung des idiosynkratischen Faktors Z;
jeweils die Standardnormalverteilung zugrunde gelegt wird. Diese Verteilungsannahme
bedingt, dass gemill Formel (15) auch der Firmenwert W; standardnormalverteilt sein muss.
Obwohl wissenschaftliche Studien zeigen, dass die Annahme der Gauss’schen Copula als

'3 Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk

Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 296
"' vgl ebd., S. 292f.
"> Ebenda.
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Abhingigkeitsstruktur suboptimal ist, erfreut sich diese Vorgehensweise in der Praxis sowohl
einer weiten Verbreitung als auch einer grofen Akzeptanz.''®

Zur Bewertung eines fiinfjihrigen CDO anhand des HLPGC-Modells wird ein Portfolio
bestehend aus 100 gleich gewichteten Referenztiteln zugrunde gelegt, wobei die Anzahl der
Referenztitel als ,,ausreichend groB* im Sinne der Annahme groBer Portfolien gelten soll.
Dariiber hinaus sei angenommen, dass der durchschnittliche Spread der Referenztitel bei 100
bps liegt und die Recovery-Zahlung bei Ausfall 40% betrigt. Gemil3 Formel (67) ergibt sich
daraus eine durchschnittliche Ausfallwahrscheinlichkeit von 8,00%. Da dem Modell per
Definition die Gauss’sche Copula zugrunde liegt, kann die durchschnittliche (unbedingte)
Ausfallwahrscheinlichkeit von  8,00% iiber Formel (16) in eine bedingte
Ausfallwahrscheinlichkeit p(X )transformiert werden. Ebenso folgt aus der Annahme, dass
dem Portfolio eine (unendlich) groBe Anzahl an Referenztiteln zugrunde liegt, dass der Anteil
der Referenztitel, die erwartungsgemil3 ausfallen werden, bereits anhand der bedingten
Ausfallwahrscheinlichkeit gegeben ist. Somit kann der ansonsten notwendige Schritt, die
bedingte Wahrscheinlichkeit fiir 7 Ausfille in dem Portfolio zu kalkulieren, entfallen. Folglich
kann direkt aus der Kombination der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit und dem Payoff in
Abhingigkeit von dem Makro-Faktor X der Uberlebensanteil berechnet werden. Dies
geschieht anhand der nachfolgenden Formel:'"”

(68) Spp) = | Payoffip)(2)- 9(X )dx = [ Payoffy, ,)(5(X)- (1 = Rec))- (X )dx ,

wobei ¢(X ) die Dichtefunktion des Makro-Faktors bezeichnet.

Bei obiger Gleichung ist insbesondere zu beachten, dass z sich aus der Multiplikation der
bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit mit dem Loss Given Default ergibt. Das Produkt stellt
den erwarteten Verlustanteil dar.

Geht man des weiteren davon aus, dass der zu bewertende CDO aus drei Tranchen besteht,
wobei fiir die Mezzanine Tranche als unteren Tranchierungspunkt 3% und als oberen
Tranchierungspunkt 10% gegeben sind, so berechnen sich die Uberlebensanteile bzw. Spreads
fiir diese Tranche gemill dem HLPGC-Modell anhand der in nachfolgender Tabelle mit einer
Korrelation von 30% exemplarisch aufgezeigten Berechnungsschritte. Dabei ist zu beachten,
dass die Tabelle nur einen Ausschnitt der gesamten zugrunde liegenden Berechnung aufzeigt
und, dass die Spreads aus Vereinfachungsgriinden approximativ iiber die folgende, in der
Praxis gingige, Formel aus den Uberlebensanteilen errechnet wurden.

(69) § = _ln(S[a,h])

" ygl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 293
""'Vgl. ebd., S. 294
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. Dichte Bedingte Ausfall- Erwarteter Bedingter Ul?er—
Fakior X von X (in wahrscheinlichkeit Verlust z (in lebensante‘ll
%) ) (in %) %) Se021(X ) (in %)
-1,20 19,4186 18,5620 11,1372 0,0000
-1,10 21,7852 16,8623 10,1174 0,0000
-1,00 24,1971 15,2661 9,1597 12,0044
-0,90 26,6085 13,7735 8,2641 24,7983
-0,80 28,9692 12,3837 7,4302 36,7109
-0,70 31,2254 11,0952 6,6571 47,7555
-0,60 33,3225 9,9056 5,9434 57,9516
-0,50 35,2065 8,8122 5,2873 67,3242
-0,40 36,8270 7,8113 4,6868 75,9029
-0,30 38,1388 6,8992 4,1395 83,7214
-0,20 39,1043 6,0714 3,6428 90,8166
-0,10 39,6953 5,3234 3,1940 97,2280
0,00 39,8942 4,6504 2,7902 100,0000
0,10 39,6953 4,0475 2,4285 100,0000
S[3%,10%] 73,2188 %
Fairer Spread s 623,4369 bps

Tab. 7: Exemplarische Berechnung des Spreads einer Mezzanine Tranche eines CDO''®

Obige Tabelle macht die Bewertungslogik des HLPGC-Modells deutlich: geht man davon
aus, dass sich das makrookonomische Umfeld in einem Stadium von X = 0,00 befinden
wiirde, so wiirde dies bedingen (unter Einbeziehung der oben getroffenen Annahmen), dass
das gesamte Portfolio mit einer Wahrscheinlichkeit von 4,6504% ausfallen wiirde. Unter
Beriicksichtigung der Recovery-Zahlung von 40% wiirde dies einen erwarteten Verlust von
2,7902% des Portfolios bedeuten. Dementsprechend wire bei einem derartigen
Umweltzustand ein Investor in eine Mezzanine Tranche mit unterem Tranchierungspunkt von

' Eigene Berechnungen in Anlehnung an: Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A
Practical Guide to Credit Risk Management Strategies, Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 294f.
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3% nicht von dem Portfolioverlust betroffen. Seine Auszahlungsquote bzw. sein
Uberlebensanteil wiirde fiir ihn 100% betragen. Geht man weiter davon aus, dass sich die
wirtschaftliche Lage von 0,00 auf -0,10 verschlechtern wiirde, so wiirde logischerweise die
bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit steigen, was zu einer Erhohung des erwarteten
Portfolioverlust auf 3,1940% fihren wiirde. Da der erwartete Portfolioverlust nun oberhalb
des unteren Tranchierungspunkts der Mezzanine Tranche liegen wiirde, miisste ein Investor in
eine derartige Tranche einen Teilverlust hinnehmen. Seine Auszahlungsquote wiirde nur noch
99,2280% betragen. Wiirde sich das makrookonomische Umfeld auf einen Zustand von -1,1
oder niedriger verschlechtern, so wiirde der erwartete Portfolioverlust den oberen
Tranchierungspunkt iibersteigen. Der Investor wiirde somit leer ausgehen. Durch Integration
iiber simtliche moglichen Umweltzustinde ergibt sich ein erwarteter Uberlebensanteil bzw.
eine erwartete Auszahlungsquote von 73,2188%. Um den erwarteten Verlust fiir den Investor

auszugleichen, wire gemif3 Gleichung (69) ein Spread von 623,4369 bps. ,.fair*.

Wird eine derartige Analyse fiir alle drei Tranchen sowie fiir unterschiedlich hoch
angenommenene Asset-Korrelationen durchgefiihrt, so ergeben sich die in nachfolgender
Tabelle zusammengefassten Uberlebensanteile bzw. Spreads:

Equity Tranche Mezzanine Tranche Senior Tranche

P N [0%,3%] S N [3%,10%] N N [10%,100%] S
1% 0,0695% | 145,4251% | 74,2940% | 5,9428% | 100,0000% | 0,0000%
10% 10,4186% | 45,2315% | 71,9865% | 6,5738% | 99,8345% | 0,0331%
30% 31,0359% | 23,4005% | 73,2188% | 6,2344% | 99,0514% | 0,1906%
50% 47,5697% | 14,8595% | 76,3341% | 5,4010% | 98,2580% | 0,3515%
70% 62,6721% | 9,3451% | 80,2311% | 4,4052% | 97,4515% | 0,5163%
90% 78,4661% | 4,8501% | 85,5437% | 3,1229% | 96,5118% | 0,7101%

Tab. 8: Auszahlungsquoten und faire Spreads der einzelnen CDO Tranchen bei

unterschiedlicher Korrelation' "

Wie obige Tabelle belegt, hat die Hohe der Asset-Korrelation — wie bereits Abb. 12 vermuten
lies — einen deutlichen Einfluss auf den fairen Spread der jeweiligen Tranche. Die Tabelle
zeigt, dass wihrend der faire Spread der Equity Tranche mit steigender Korrelation stark
abnimmt, der faire Spread der Senior Tranche mit steigender Korrelation zunimmt. Macht
man sich bewusst, dass bei einer Korrelation von ,,null* der Eintritt von Ausfallereignisses
lediglich von der individuellen Ausfallwahrscheinlichkeit (hier: 8,00%) abhingig ist, so folgt
fiir das Beispiel daraus, dass der erwartete Portfolioverlust fiir jeden Umweltzustand konstant

119 1
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bei 4,80% (= 8% mal Loss Given Default) ,,verharrt”. Fiir die Equity Tranche wiirde dies
bedeuten, dass erwartet wird, dass diese vollstindig ausfillt, da der erwartete Portfolioverlust
oberhalb des oberen Tranchierungspunktes liegt. Der faire Spread zur Kompensation des
erwarteten Verlustes wiirde daher gegen ,,unendlich® gehen. Im Gegensatz dazu wire die
Senior Tranche von dem erwarteten Portfolioverlust iiberhaupt nicht betroffen. Der faire
Spread wire also ,null“. Mit steigender Korrelation werden extreme Ereignisse
wahrscheinlicher. Fiir einer Korrelation von ,,eins‘“ bedeutet dies, dass es entweder zu keinem
Ausfall oder zu einem Totalausfall des Portfolios kommt.'"* Dementsprechend steigt die
Wahrscheinlichkeit, dass der erwartete Portfolioverlust oberhalb des unteren
Tranchierungspunkts der Senior Tranche liegt und somit steigt fiir die Senior Tranche auch
das Risiko von Verlusten betroffen zu sein. Der faire Spread der Senior Tranche muss
dementsprechend ebenfalls ansteigen, um dieses Risiko zu kompensieren. Genau gegenteilig
verhdlt es sich mit der Equity Tranche: da diese immer (solange eine
Ausfallwahrscheinlichkeit > 0 angenommen wird) von zu erwartenden Portfolioausfillen
betroffen ist und eine Unabhingigkeit vom jeweiligen Umweltzustand lediglich dazu fiihrt,
dass ein Investor in eine Equity Tranche mit Sicherheit den erwarteten Portfolioverlust in
Hohe der Ausfallwahrscheinlichkeit multipliziert mit dem Loss Given Default tragen muss,
profitiert dieser bei einer steigenden Asset-Korrelation davon, dass ein positives
makrookonomisches Umfeld dazu fiihrt, dass sich die Ausfallwahrscheinlichkeit reduziert.
D.h. konkret, dass es bei einer Korrelation von ,,eins* einerseits zwar bei einem negativen
makrodkonomischen Umfeld zu einem Totalausfall kommt, andererseits aber bei einem
positiven makrookonomischen kein Ausfall stattfindet. Die Chance des Investors in eine
Equity Tranche darauf, dass kein Ausfall stattfindet, steigt somit bei zunehmender Asset-
Korrelation. Dementsprechend muss der faire Spread geringer werden. Da die Mezzanine
Tranche zwischen der Equity und der Senior Tranche liegt und somit beide soeben
beschriebenen Effekte auf diese einwirken, ist fiir diese kein klarer Trend abzuleiten. Die
Entwicklung des Spread der Mezzanine Tranche hingt vielmehr von der Wahl der
Tranchierungspunkte sowie von der Ausfallwahrscheinlichkeit ab.

Kritische Wiirdigung des HLPGC-Modells. Wie bei jedem Modell konnen die diesem
zugrunde gelegten Annahmen zu einer wesentlichen Beeintrichtigung der Realitdtsndhe des
Modells fithren. Im Folgenden sollen die drei wesentlichen Annahmen des HLPGC-Modells,
also die Annahme eines (unendlich) grofen Portfolios, die Annahme eines homogenen
Portfolios und die Annahme der Gauss’schen Copula als Abhédngigkeitsmal}, kurz kritisch
beleuchtet werden. Wie bereits im Rahmen der Modellbeschreibung erwihnt, ist die
Annahme, dass ein relativ gro3es Portfolio betrachtet wird, relativ unkritisch. Wiirde diese
Annahme fallen gelassen, so wiirde das Modell eine diskrete anstelle einer kontinuierlichen
Verteilungsfunktion aufweisen, was relativ wenig FEinfluss auf die Realitdtsndhe der
Ergebnisse des Modells hitte. Kritischer sind dagegen die beiden anderen Annahmen.

120 Bin ,,Totalausfall* bezeichnet hier den Ausfall simtlicher Referenztitel, was die entsprechenden Recovery-
Zahlungen auslost; ein gleichzeitiger Ausfall der Recovery-Zahlungen ist damit nicht gemeint.
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Betrachtet man die Annahme eines homogenen Portfolios, was insbesondere identische
Ausfallwahrscheinlichkeiten und Recovery-Raten iiber die Laufzeit und somit identische
Spreads der Referenztitel sowie implizit eine flache Struktur der Spreadkurve bedingt, so ist
offensichtlich, dass hier eine erhebliche Vereinfachung der Realitit vorgenommen wird.
Insbesondere die Annahme identischer Ausfallwahrscheinlichkeiten und somit identischer
Spreads bzw. alternativ die Bildung von durchschnittlichen Ausfallwahrscheinlichkeiten und
Spreads stellt eine erhebliche Vereinfachung des Modells dar, da die Streuung der
Spreadhdhe Auswirkungen auf den fairen Wert des CDO hat.'?! Da der Effekt aus der
Beriicksichtigung der Streuung der Spreads relativ komplex und im Rahmen dieser Arbeit
nicht zielfiihrend ist, soll fiir einen detaillierten Vergleich zwischen heterogenen und
homogenen Portfolien auf Felsenheimer, Jochen et. al.: Active Credit Portfolio Management
ab S. 296 verwiesen werden. Die Annahme einer flachen Struktur der Spreads ist dagegen
relativ unproblematisch, da die Berechnung ebenso anhand einer durchschnittlichen
Strukturkurve der Spreads vorgenommen werden kann, sofern eine derartige vorliegt.'*
Ebenso ist auch die Einbindung eines geeigneten Abhédngigkeitsmalles fiir die Bewertung
malgeblich. Wihrend die Gauss’sche Copula den Marktstandard abbildet, gibt es in der
Wissenschaft hinreichende empirische Untersuchungen, welche darlegen, dass — wie bereits
beschrieben — die Verwendung anderer Copulae zu bevorzugen ist. Hierbei sind insbesondere
Untersuchungen unter Einbindung der Student t-Copula, der Normal Inverse Gaussian
Copula, der Double t-Copula oder der Clayton-Copula zu nennen.'” Die Implementierung
anderer Copulae ist meist durch geringfiigige Modifizierung des Modells relativ einfach
moglich. Dariiber hinaus ist eine Beriicksichtigung der mikrookonomischen
Abhingigkeitseffekte notwendig. AbschlieBend ist anzumerken, dass alle drei
Modellannahmen fiir Modelle, die sich mit der Bewertung von CDO auseinandersetzen,
typisch sind. Weiterentwicklungen des HLPGC-Modells setzen meist an einem der beiden
kritischsten Annahmen, also der Annahme eines homogenen Portfolios sowie der Annahme
hinsichtlich der Abhingigkeitsstruktur, an und versuchen die jeweilige Annahme aufzuheben.

"2l Vgl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies. Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 293

122 Ebenda.

' Hierzu vgl. unter Anderem die folgenden Arbeiten: Kalemanova, Anna et al.: The Normal inverse Gaussian
distribution for synthethic CDO pricing. Miinchen und London: risklab germany, Algorithmics Inc. und Allianz,
2005 sowie Burtschell, Xavier et al.: A comparative analysis of CDO pricing models. Paris und Lyon: BNP
Paribas und Université de Lyon, 2008 sowie Hull, John et al.: The Valuation of Correlation-Dependent Credit
Derivatives Using a Structural Model. Toronto: University of Toronto — Joseph L. Rotman School of
Management, 2005 sowie Hull, John et al.: Dynamic Models of Portfolio Credit Risk: A Simplified Approach,
in: Journal of Derivatives Vol 15, 2008.
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4. Fazit

Die vorangegangene Analyse der grundlegenden Kreditrisikomodelle im Portfoliofall hat
gezeigt, dass Kreditrisikomodelle zur Bewertung von kreditrisikobehafteten Finanztiteln
bedingt geeignet sind. Je stidrker ein Kreditrisikomodell durch realititsverzerrende Annahmen
von der Abbildung der Realitit abweicht, desto groBer sind in der Regel die Abweichungen
von der ,korrekten Bewertung. Gleichzeitig hat sich gezeigt, dass durch Verfeinerungen der
urspriinglich rudimentdaren Modelle die Genauigkeit bei der Bewertung deutlich gesteigert
werden kann. Als ,,Verfeinerung® der Modelle dienen zum Einen Weiterentwicklungen der
urspriinglichen Modelle, wobei Schwichen dieser Modelle aufgegriffen und gezielt behoben
werden sollen, und zum Anderen die bewusste Kalibrierung der jeweiligen Modelle anhand
addquater Marktdaten. Da selbst weit entwickelte Modelle auf mehr oder weniger stark
realititsvereinfachenden ~Annahmen beruhen und es teilweise an addquaten Marktdaten
mangelt, ist ein gewisses inhdrentes Modellrisiko nicht auszuschlieBen. Eine kritische
Hinterfragung der Modellergebnisse ist deshalb unerlédsslich. Grundsitzlich konnte die
Bewertung anhand von Marktdaten, das sog. mark-to-market, eine Alternative zu der
Bewertung anhand von Modellen, dem sog. mark-to-model, darstellen. Dies bedeutet, dass
anstelle der Bewertung anhand von meist komplexen Modellen, welche oftmals nur von
darauf spezialisierten Marktteilnehmern angewendet werden konnen und daher relativ
intransparent sind, die Bewertung anhand von Angebot und Nachfrage iiber den Markt
vorgenommen wird, was die Transparenz deutlich erhéhen wiirde.'* Voraussetzung hierfiir
ist, dass der Markt iiber eine entsprechende Liquiditit verfiigt. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass bis ein (neuer) Markt iiber eine derartige Liquiditét verfiigt, eine Bewertung anhand von
Modellen nétig ist. Aber selbst, wenn ein Markt iiber die benétigte Liquiditit verfiigt, ist eine
reine  mark-to-market-Bewertung  kaum  ausreichend.  Vielmehr werden  beide
Bewertungsmethoden gemeinsam bendtigt: einerseits miissen die Bewertungsmechanismen
flexibel genug sein, um Preisschwankungen am Kreditmarkt zu beriicksichtigen, und
andererseits werden Modelle benotigt, um Risikofaktoren identifizieren und quantifizieren zu
konnen.'” Dementsprechend werden Kreditrisikomodelle insbesondere benétigt, um alle
Risiken einer Transaktion zu hedgen, welche nicht eingegangen werden sollen. So werden
beispielsweise bei der Auflage eines synthetischen Single-Tranche CDO, welches einen CDO
bezeichnet, bei welchem in der Regel nur eine Tranche an einen Investor veraufBert wird,
wihrend das Kreditinstitut die restlichen Tranchen behilt, Modelle benétigt, um die Risiken
aus den verbleibenden Tranchen bewerten und hedgen zu konnen. Letztlich kann das
Unernehmen mit dem besten Modell den konkurrenzfihigsten Preis stellen und somit

langfristig Marktanteile gewinnen.126

124 ygl. Felsenheimer, Jochen et al.: Active Credit Portfolio Management — A Practical Guide to Credit Risk
Management Strategies. Weinheim: Wiley Verlag, 2006. S. 300f.

12 Ebenda.

12® Ebenda.
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Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Bewertung anhand von Modellen einerseits zwar
gewisse modell-inhdrente Risiken mit sich bringt, aber andererseits Modelle notwendig sind,
um die Risiken aus den kreditrisikobehafteten Finanztiteln identifizieren, quantifizieren und
gegebenenfalls hedgen zu konnen.
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