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Zusammenfassung:In derAußenhandelstheoriewird dasAngebotunddie Nachfragemit Hilfe

der Dualitätstheorieabgebildet.Dabeiwird auf nationalerEbenedasProblemder Erlösmaxi-

mierunguntersucht,wobeidie nationalenFaktorbeständeund die Produktionstechnologien der

einzelnenUnternehmengegebensind. UnterstelltmanEinproduktunternehmen, dannliegt mit

deroptimalenFaktorallokationaufdie UnternehmengleichzeitigdasGüterangebotfest.Analog

zur linearenProgrammierungwird nuneinzweitesProblemuntersucht,in demdieFaktorbestän-

demit Schattenpreisenbewertetwerden,sodassdie Faktorkostenein Minimum annehmen.Die

entsprechendenNebenbedingungenverlangen,dassdie StückkosteneinesGutesdessenPreis

nicht unterschreitendürfen.DaszentraleErgebnisdieserÜberlegungenlautet,dassdie nationa-

lenErlösemit dennationalenFaktorkostenübereinstimmen,alsokeinepositivenGewinneerzielt

werden.DieserBeitragzeigt,dassdieseBeobachtungkeinunmittelbaresErgebnisderDualitäts-

theorieist, so wie es die lineareProgrammierungvermutenlässt,sondernwesentlichauf der

Annahmelinear-homogenerProduktionstechnologien beruht.
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1 TheoretischeGrundlagen

Im Hinblick auf die nationaleErlösmaximierungbei gegebenenFaktorbeständenv ist von ent-

scheidenderBedeutung,welcheEigenschaftendie MengemöglicherProduktionspunkteP � v �
aufweist. Ist P � v � konvex1, dannlassensich zwei Fälle unterscheiden.Im erstenFall mit li-

nearenProduktionstechnologien dereinzelnenUnternehmenreichenendlich vieleHyperebenen

aus,dasPolyederP � v � alsRestriktionsbereichzu beschreiben.Damit lässtsichdie Theorieder

linearenProgrammierunganwenden,sowie esim Abschnitt6.5 beschriebenwird. Im zweiten

Fall werdenunendlich vieleHyperebenenbenötigt,umdenRestriktionsbereichP � v � anzugeben,

womit die Methodevon Lagrangenicht mehrohneweitereseingesetztwerdenkann.Hier muss

aufdasInstrumentariumderkonvexenProgrammierungzurückgegriffen werden.

Der entsprechendeAnsatzwird in Rockafellar(1972)vorstellt und beziehtsich auf die Theo-

rie der Ungleichungen.DabeiwerdenbestePaarevon Funktionen � f � f ��� gesucht,die der so

genanntenFenchel-Ungleichung

f � x �! f � � x� �#" x$ x� % x � % x�

genügen,wobei f � die konjugiert konvexe Funktion zu f genanntwird.2 Gilt in der obigen

Ungleichungan einer Stelle �'&x �(&x� � die Gleichheit,dannwird �'&x �)&x� � ein PaardualerPunkte

genannt. DieseBemerkungist wichtig, dennwenn x ein Güterbündelbezeichnet,dannlässt

sichderdualePunktalsGüterpreisvektor p interpretierenundp$ x bezeichnetdenErlös. Diese

Beobachtungunterscheidetsichvon derlinearenProgrammierungwesentlich,denndortwerden

die DualvariablenalsSchattenpreisederFaktorrestriktioneninterpretiert.

UnterökonomischenAspektenbietetessichan,die Analysemit einemMehrproduktunterneh-

menzu beginnen,dessenFaktorbeständev gegebensind; vgl. hierzudenAbschnitt2. Damit

sinddie FaktorkostenbekanntunddasUnternehmensuchteinenrealisierbarenProduktionsplan

x, derdenErlösunddamitdenGewinn maximiert.Die optimaleLösungist durcheinPunktepaar

charakterisiert,dassichauseinemGüterbündelx unddenGüterpreisenp zusammensetzt.Der

folgendeAbschnitt3 ergänztdieanalogenÜberlegungenzurKostenminimierungundbeschreibt

dasVerhaltenderUnternehmung,wennesdasZiel derGewinnmaximierungverfolgt.

Im Abschnitt4 wird die weltweiteErlösmaximierunganalysiert,wobei die nationalenFaktor-

beständegegebensind. Im Gegensatzzur nationalenErlösmaximierungim Abschnitt 5 wird

unterstellt,dassdie Produktionsfaktorenauf internationalerEbenevollkommenimmobil sind.
1 Damit liegt einekonkave Transformationskurve vor.
2 Newman(1987)sprichtandieserStellevon derkonvexenFenchelTransformation.
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EineReallokationzwischendenLändernist hier nicht möglich. Dagegenkönnendie Produkti-

onsfaktorenaufnationalerEbenesehrwohl zwischendenUnternehmenumverteiltwerden.Hier

reicht esnicht aus,denErlös für einegegebeneFaktorallokationzu maximieren.Vielmehrist

die optimaleFaktorallokationauf die Unternehmenzu bestimmen.DiesesProblemist analog

bereitsfür die Mehrproduktunternehmung dargestelltworden. Der einzigeUnterschiedbesteht

darin,dassdie FaktorbeständeausnationalerSichtgegebensind,währendein Unternehmendie

gewinnmaximaleFaktornachfrageauswählenkann.

Im abschließendenAbschnitt6 wird gezeigt,wie dasProblemdernationalenErlösmaximierung

mit derMinimierung derFaktorkostenzusammenhängt.BeideProblemesind im Allgemeinen

nicht dual zueinander. Wennmanjedocheinelinear-homogeneProduktionstechnologie unter-

stellt, dannschließtjede zulässigeLösungpositive Gewinne aus,so dassdie Erlösemit den

Kostenübereinstimmen.

2 Erlösmaximierung einesMehrproduktunternehmens

Die Produktionstechnologie P einesUnternehmensodereinesLandes,dasüberdie Faktormen-

genv *+�', 1 �.-/�(, m � $ verfügtunddie Gütermengenx *+� x1 �.-0� xn � $ herstellt,lässtsich über

die Indikatorfunktion1 wie folgt beschreiben:

12� x 3 P � v ���* 0 wennx 4 P � v � , d.h., � x � v � ist einezulässigeAktivität.

5 wennx 64 P � v � , d.h.,dieAktivität � x � v � ist unzulässig.

Die konjugiert konvexe Funktion 1 � der Indikatorfunktion 1 ist nachstehenddefiniert und be-

zeichnetdenmaximalenErlösr desbetrachtetenUnternehmensoderLandes.

r � p � v ��781 � � p 3 P � v ���* sup
x

p$ x 9:12� x 3 P � v ���(P1)

Unter bestimmtenRegularitätsannahmen,die in Bobzin (1998)vorstellt werden,gilt nachdem

Fenchel-Moreau-Theoremfür die bikonjugierteFunktion

12� x 3 P � v ����*81 �;� � x 3 P � v �<��* sup
p

p$ x 9:1 � � p 3 P � v �<� =(D1)

NebendemFunktionenpaar�>1)�?1@�A� gibtesalsoeinzweitesPaar �>1@���@1@�;��� , dasmit demerstenPaar

zusammenfällt,wenn 1B781 �;� gilt. Bei optimalerWahlderGüterpreisep nimmtdieZielfunktion

ihren maximalenWert 0 an. Ökonomischausgedrückt,ist &p$ &x * r ��&p � v � genaudannerfüllt,

wenn �'&x � v � einetechnischzulässigeAktivität ist.
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Soferndie MengeP � v � nicht leer, konvex und abgeschlossenist, lassensich nachRockafellar

(1972,Theorem23.5)für dasFunktionenpaar� r �@1C� fünf zueinanderäquivalenteBedingungenin

BezugaufdasPunktepaar�'&x �2&p � angeben:

&p 4ED�12� &x 3 P � v ��� (Normalenkegel derMengeP � v � anderStelle &x )(1a)

&x 4ED r � &p � v �(1b)

&p$ x 9:12� x 3 P � v ��� nimmt seinMaximumbezüglichx anderStelle &x an.(1c)

p$F&x 9 r � p � v � nimmtseinMaximumbezüglichp anderStelle &p an.(1d)

1G�'&x 3 P � v �<�H r ��&p � v �*I&p$ &x(1e)

Insbesonderedurchdie Bedingungen(1c) – (1e)kommt die DualitätderbeidenProbleme(P1)

und(D1) zumAusdruck.Die Bedingungen(1a)und(1b) sindnurdeswegenungewohnt,weil in

ihnendasmit D bezeichneteSubdifferentialauftritt. Unterstelltmandie Differenzierbarkeit der

beidenFunktionen1 undr , danngehtdasSubdifferentialin dengewohntenGradienten

&p *8JK1G�;&x 3 P � v �<�
über, wobei &p denNormalenvektorderMengeP � v � anderStelle &x bezeichnet.Analoggibt (1b)

bei Differenzierbarkeit die Angebotsfunktionenan,

&x *LJ r ��&p � v �A=
Für denFortgangder Analyseist eshilfreich, die Bedingungen(2) im Auge zu behalten;sie

tretenin abgewandelterFormin denBedingungen(7), (8) und(10) wiederauf.

3 Gewinnmaximierung einesMehrproduktunternehmens

Die obige Output-TechnologieP lässt sich vollkommenäquivalent durch die inverseInput-

TechnologieL beschreiben,wobeidie MengenmöglicherProduktionspunkteP � v � unddie In-

putbedarfsmengenL � x � derfolgendenÄquivalenzrelationunterliegen:

x 4 P � v �NMKO v 4 L � x �(2)

Die BeschreibungderProduktionstechnologie erfolgt nunnicht mehrdurchdie obigeIndikator-

funktion 1 , sonderndurchdie reziproke IndikatorfunktionP mit

P�� v 3 L � x ���* 0 � wennv 4 L � x �?Q
9 5 � wennv 64 L � x �A=
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Unter Berücksichtigungvon (2) gilt demnach1G� x 3 P � v �<�K*R9BPS� v 3 L � x �<� . Der Grund für die

Umstellungliegt darin, dasssich die Kostenfunktionc nun im Wege der konjugiertkonkaven

Funktion P � bestimmenlässt.3

c � q � x �7TP � � q 3 L � x ���* inf
v

q$ v 9:PS� v 3 L � x �<�(3)

Ohneaufdiezu(1) analogenBedingungennähereinzugehen,stellensichnunzweiFolgeproble-

me,nämlichdie Gewinnmaximierungvon derInputseiteundvon derOutputseite.

r � p � v �S9 q$ v * sup
x

p$ x 9 q$ v 3 x 4 P � v � mit v alsParameterInputseite

p$ x 9 c � q � x �U* sup
v

p$ x 9 q$ v 3 v 4 L � x � mit x alsParameterOutputseite

BeideProblemehabengemäß(2) äquivalenteNebenbedingungenunddie Zielfunktionenstim-

menüberein.EineeinfacheUmstellungbeiderProblemeliefert unmittelbar:

r � p � v �V9 q$ v * sup
x

p$ x  W12� x 3 P � v ��� 9 q$ v mit v gegeben(4)

p$ x 9 c � q � x �X* p$ x 9 inf
v

q$ v 9YP�� v 3 L � x ��� mit x gegeben(5)

UnterdemAspektderGewinnmaximierungist alsomindestenseinesderbeidenfolgendenPro-

blemezu lösen

9BZB� p � q �[7 r � � p � q �\* inf
v

q$ v 9 r � p � v �?3 v 4X] n(6a)

Z^� p � q �F7 c� � q � p �\* sup
x

p$ x 9 c � q � x �?3 x 4X] m(6b)

Nachwie vor werdenPaarevonFunktionenbetrachtet,nämlich � r � r � � im erstenFall und � c � c� �
im zweitenFall. Damit erscheintes plausibelzu sein, die zu (1) analogenBedingungenzu

untersuchen.Man beachtejedoch,dassdie Erlösfunktionr unddernegative Gewinn r � 7_9BZ
konkav in v beziehungsweiseq sind. Unter ähnlichenRegularitätsannahmenwie zuvor lauten

die fünf zueinanderäquivalentenBedingungenin BezugaufdasPunktepaar� &v � &q �
&v 4`9ba q Z^� p �G&q �(7a)

&q 4`a v r � p � &v �(7b)

&q$ v 9 r � p � v � nimmtseinMinimum bezüglichv anderStelle &v an.(7c)

q$ &v  WZB� p � q � nimmtseinMinimum bezüglichq anderStelle &q an.(7d)

r � p �(&v �V9:ZB� p �G&q ��*c&q$[&v(7e)

3 Im GegensatzzukonjugiertkonvexenFunktionen,wie etwa d.e , diedurcheinenhochgestelltenSterngekennzeich-
netsind,werdenkonjugiertkonkave Funktionen,wie etwa f e , mit einemtiefgestelltenSternversehen.
Die EigenschaftenderIndikatorfunktion f undderKostenfunktionc werdenin Bobzin(1998,S. 130ff.) disku-
tiert.
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Da hier konkave Funktionenuntersuchtwerden,sind die Subdifferentialein (1a) und (1b) nun

durchSuperdifferentiale,die mit a bezeichnetwerden,zu ersetzen.BeideBegriffe sinddurch

Ungleichungendefiniert, die sich nur durch die entgegengesetzteUngleichheitunterscheiden.

Unterstelltman wiederum,dassdie betrachtetenFunktionendifferenziebarsind, dannstellen

sichauchhierdievertrauterenGradientenbedingungen ein

&v *g9BJ q Z^� p � &q � and &q *LJ v r � p � &v �A�
wobeiderersteGradientdenFunktionenderFaktornachfrageentspricht.

DaszweiteFunktionenpaar� c � c� � enthältdie bezüglichx konvexe Kostenfunktionc und die

bezüglichp konvexe Gewinnfunktionc�h7iZ . Damit könnendie fünf zueinanderäquivalenten

Bedingungenin (1) unmittelbarübertragenwerden:

&x 4jD p ZB� &p � q �(8a)

&p 4kD x c � q � &x �(8b)

&p$ x 9 c � q � x � nimmtseinMaximumbezüglichx anderStelle &x an.(8c)

p$[&x 9lZB� p � q � nimmt seinMaximumbezüglichp anderStelle &p an.(8d)

c � q �)&x �� mZ^��&p � q �[*I&p$F&x(8e)

Nachwievor gehendiebeidenSubdifferentialein (8a)und(8b)in dieentsprechendenGradienten

über, wennmandie Differenzierbarkeit derFunktionenunterstellt.

&x *LJ p ZB� &p � q � and &p *LJ x c � q � &x �
Der ersteAusdruckbezeichnennun nichts anderesals die Funktionenfür dasGüterangebot,

währenddie zweiteBedingungdie Grenzkosten-Preis-Regel beinhaltet.

4 Weltweite Erlösmaximierung

DiebisherigenÜberlegungenwerdennunaufdenFall mehrererLänder(b * 1 �.-0�?n ) übertragen.

Bei Produktionsfaktoren, die zwischendenLändernimmobilsind, ist die weltweiteFaktorallo-

kation oX*_� v1 �.-0� v p@� auf die n Ländergegeben.Darüberhinausverfügt jedesLandübereine

eigeneProduktionstechnologie Pb � vb � , b * 1 �.-/�@n .
Die folgendeIndikatorfunktionnimmt genaudanndenWert 0 an,wennderweltweiteOutputx

bei dergegebenenFaktorallokationo undgegebenenTechnologienhergestelltwerdenkann.

12� x �qo)�X* infr 1 1 � x1 3 P1 � v1 �<�2  s1 p � x p 3 Pp � v p ���?3 x1   x p * x(P2)
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Die zugehörigekonjugiertkonvexe Funktionist wie in (P1)definiertals

1 � � p �qo)�U* sup
x

p$ x 9Y1G� x �qo)�?3 x 4E] n(D2)

und bezeichnetnichtsanderesals denmaximalenweltweitenErlös r � p �qo)� bei der gegebenen

Faktorallokationo und denGüterpreisenp, wobei die Nebenbedingungdarin besteht,dassder

weltweiteOutputx herstellbarist.

Anmerkung zur Schreibweise:

t In der Literatur zur konvexen Analysis wird die Schreibweiseu�v x wyx{zk|}v~u 1 ����� u���z�v x w�x{z
verwendet. Man betontdamit die Rechenoperationder sogenanntenFaltung, d.h., die konvexe

Fenchel-Transformationwird auf eineSummevon Funktionenangewendet;vgl. Aubin (1979).

t Nachwie vor kennzeichnetdasSymbol u die IndikatorfunktioneinerMenge.Im vorliegendenFall

handeltessich bei dieserMengeum die Summeder nationalenMengenmöglicherProduktions-

punkte,d.h. P�Fv�x{z^| P1 v v1 z�� � � P�@v v ��z . In der Literatur zur Außenhandelstheoriewird der

RanddieserMengein derRegel alsWelttransformationskurve dargestellt.Aus GründenderVer-

einfachungwird diekorrekteSchreibweisederIndikatorfunktionu�v x � P��v�x{z�z verkürztzu u�v x w�x{z .

SindgewisseRegularitätsannahmenerfüllt, danngilt auchhier

12� x �qo)�S*81 �;� � x �qo)�S* sup
p

p$ x 9Y1 � � x �qo)�?3 p 4X] n =(P2’)

Währendin (D2) ein erlösmaximalesGüterbündelx gesuchtwird, wird im dualenProgramm

(P2’) nacheinemoptimalenVektorvon Güterpreisenp gesucht.HatmaneinenderartigenPreis-

vektorgefunden,dannnimmtdieZielfunktion in (P2’) denWert0 anunddasist genaudannder

Fall, wenndasAusgangsproblem(P2)einetechnischrealisierbareGüterallokation� besitzt.

Bei genauererUntersuchungderErlösfunktionin (D2) zeigt sich,dass1@�(� p �qo)� in eineSumme

zerfällt,

1 � � p �qo)�U*T1 �1 � p 3 P1 � v1 ���2  s1 �p � p 3 Pp � v p ���A=

DamitundunterBerücksichtigungvon(D1) setztsichderweltweitemaximaleErlösalsSumme

dernationalenmaximalenErlösezusammen,

r � p �qo)��* r1 � p � v1 �2  r p � p � v p �A=(9)

Entsprechendzu (1) geltenauchfür dasneueFunktionenpaar�>1G� r � die folgendenfünf äquiva-
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lentenBedingungen:

&p 4kDC1G� &x �qo)� (Normalenkegel derMengeP��� v � anderStelle &x)(10a)

&x 4k1 r � p �qo)�(10b)

&p$ x 9Y1G� x �qo)� nimmtseinMaximumbezüglichx anderStelle &x an.(10c)

p$[&x 9 r � p �qo)� nimmtseinMaximumbezüglichp anderStelle &p an.(10d)

12�;&x �qo)�H r ��&p �qo)�S*I&p$ &x(10e)

Bei Differenzierbarkeit reduzierensichdie erstenbeidenBedingungenaufdie Gradienten

&p *LJ x 12�;&x �qo)� and &x *LJ pr ��&p �qo)�A�

wonach &p senkrechtauf der Welttransformationskurvestehtund &x dasweltweiteGüterangebot

bezeichnet.DiesesAngebotkannnun entsprechend(9) in die nationalenAngebotsfunktionen

zerlegt werden

&xb *LJ rb ��&p � vb � b * 1 �y-0�@n

Wie Newman(1987,Lemma4) zeigt, lassensichdasoptimaleweltweiteAngebotunddie ent-

sprechendennationalenAngeboteübereineweitereäquivalenteBedingungbeschreiben,

&p 4
p

b� 1

DC1 b �;&xb 3 Pb � vb ���A=

Falls auchnur eineder enthaltenenIndikatorfunktionen 1 b an der Stelle &xb differenzierbarist,

dannmüssenim OptimumdieselbenGüterpreise&p für alleLänder, b * 1 �.-0�?n , gelten.

5 Nationale Erlösmaximierung

Auf nationalerEbenegestaltetsich dasProblemder Erlösmaximierungschwieriger, weil hier

die ProduktionsfaktorenzwischendenUnternehmenmobil sind. Interpretiertman r � p �qo)� als

nationalenErlös,wobeib * 1 �.-0�?n nundie Unternehmenkennzeichnet,dannkannnicht mehr

von einergegebenenAllokation o ausgegangenwerden.VielmehrmüssensämtlicheFaktorallo-

kationenberücksichtigtwerden,sodassnundie erlösmaximaleFaktorallokationbei gegebener

nationalerFaktorausstattungv gesuchtwird.

R � p � v ��* max� r � p �qo)�?3 v " v1   v p mit o�*i� v1 �.-0� v p �(P3)
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Obwohl die Faktorbeständev gegebensind, ist eshilfreich sichdie zugehörigekonjugiertkon-

kave Funktionanzusehen,

R� � p � q �* inf
v

q$ v 9 R � p � v �?3 v 4X] m �(D3)

dieverlangtdennegativennationalenGewinn allerUnternehmenzuminimieren.Dennnunwird

deutlich,dassdie SuchenacheineroptimalenFaktorallokationentsprechend(P3)mit derSuche

nacheinemoptimalenVektorvon Faktorpreisenübereinstimmt:

R� p � v �* R�;� � p � v ��* inf
q

q$ v 9 R� � p � q �?3 q 4j] m(P3’)

Damit stellensich auf nationalerEbeneanalogeOptimumbedingungenein, die gemäß(7) auf

derEbenegewinnmaximierenderMehrproduktunternehmengelten.

Um denRückbezugzu deneinzelnenUnternehmenin der Volkswirtschaftsherzustellen,wird

nundie Lagrange-Funktionzu (P3)mit denLagrange-Multiplikatoren � untersucht.

� ��o��@�!��* r � p �qo)�H �� $ � v 9 v1 9 9 v p �(11)

DasichdernationaleErlösalsSummederunternehmensspezifischenErlöserb � p � vb � darstellen

lässt,folgt

� ��o��@����* r1 � p � v1 �2  r pC� p � v p@�� W��$�� v 9 v1 9 9 v p@�
*s� $ v  

b

rb � p � vb �V9Y� $ vb(12)

IdentifiziertmannundieSchattenpreise� alsdie Marktpreiseq, danngenügteinoptimalesPaar

�y&o��2&q � derSattelpunktbedingung

� ��o���&q �#� � �y&o��2&q �#� � �y&o�� q � % o�� % q �

die bei Differenzierbarkeit äquivalentzudenlinearisiertenKuhn-Tucker Bedingungenist:

J vb

� � &o�� &q �U*LJ vbrb � p � &vb �V9 &q � 0 Q &vb " 0 Q J vbrb � p � &vb � $�&vb * &q$�&vb �(13a)

b * 1 �.-0�?n�Q
J q
� �y&o��2&q �U* v 9W&v1 9 9Y&v p " 0 Q &q " 0 Q &q$ v *I&q$ &v1   L&q$ &v p =(13b)

Für eineinnereLösungmit positiven Faktorpreisen&q � 0 mussdasnationaleFaktorangebotv

mit denaufdieUnternehmenzugeordnetenFaktormengen&o übereinstimmen.Manbeachte,dass

eineoptimaleAllokation &o bisherquasivon einerübergeordnetennationalenInstanzermittelt

wordenist. Allerdingsist nochnichtdieFragebeantwortetworden,unterwelchenBedingungen
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der Inputvektor &vb von demeinzelnenUnternehmenb auchtatsächlichnachgefragtwird. Im

Abschnitt über die Gewinnmaximierungist bereitsgezeigtworden,dassder Vektor &vb genau

dannnachgefragtwird, &vb 4s9�a q Z b � p �G&q �A� wenn &q 4�a vbrb � p ��&vb � erfüllt ist. Demnachmuss

an dieserStellelediglich gezeigtwerden,dassdie SattelpunktbedingungdiesenSubgradienten

alsSpezialfall einschließt.OhneBeschränkungderAllgemeingültigkeit erhältmanfür daserste

Unternehmen(sämtlicheRelationenmüssenfür allev1 " 0 erfüllt sein):

� � v1 �(&v2 �.-0�)�(&v p ��&q �B� � �;&v1 �.-0�(&v p �2&q �
MKO &q$ v  r1 � p � v1 ��9 &q$ v1  

p
b� 2

rb � p � &vb �V9 &q$ &vb � &q$ v  
p

b� 1

rb � p � &vb ��9 &q$ &vb

MKO r1 � p � v1 �V9�&q$ v1 � r1 � p ��&v1 �S9�&q$�&v1

MKO r1 � p � v1 �#� r1 � p �(&v1 �V9�&q$ � v1 9/&v1 � � Definition für einenSubgradienten&q �
MKO &q 4�a v1r1 � p �(&v1 �
MKO &v1 4�9ba q Z 1 � p �G&q � � gewinnmaximaleFaktornachfrage�

Falls der Vektor &vb unterdemAspektder Gewinnmaximierungoptimal ist und ein Unterneh-

menb denInput i in positiver Menge( &, ib � 0) nachfragt,danngilt bei Differenzierbarkeit der

ErlösfunktionD rb � p ��&vb �;6�D�, ib * &qi . Für die Einproduktunternehmung (mit b * j) erhältman

r j � p j �)&v j ��* p j f j �;&v j �N �O p j
D f j �;&v j �
D�, i j * &qi �

wonachdieFaktorenentsprechendihrer monetärenGrenzproduktivität entlohntwerden.

6 Kostenminimierungauf nationaler Ebene

6.1 DasdualeProgramm der Kostenminimierung

Abschließendwird untersucht,wie dasProblemdernationalenErlösmaximierung(P3)mit der

MinimierungdernationalenFaktorkostenzusammenhängt.Dabeiwird die gesamteVolkswirt-

schaftzurVereinfachungwie eineinzigesMehrproduktunternehmeninterpretiert,sodass(3) den

relevantenAnsatzpunktliefert. Manbeachte,dassnundengegebenennationalenFaktorbestände

v die zu ermittelndenFaktorpreiseq gegenübergestelltwird. Daszu (3) dualeProblemlautet

PS� v 3 L � x ���*¡P �;� � v 3 L � x ���* inf
q

q$ v 9:P � � v 3 L � x ���?3 q 4E] m =(14)

Wie bei der Dualität der Erlösmaximierung(P1) und (D1), stellt sich heraus,dassmangenau

dannoptimaleFaktorpreise&q gefundenhat,wenn P � ��&q 3 L � x ���V7 c ��&q � x �¢*£&q$ v oderäquivalent
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PS� v 3 L � x �<��* 0 erfüllt ist. AusökonomischerSichtgehtesdarum,solcheFaktorpreisezufinden,

bei denendie technischrealisierbareAktivität � v � x � kostenminimaldurchgeführtwird. Lassen

sich für eine zulässigeAktivität keine derartigenFaktorpreisebestimmen,dannbefindetman

sichim InnerenderMengemöglicherProduktionspunkte.Um auf die Transformationskurve zu

gelangenmüssenhierdieGütermengenx angepasstwerden,denndienationalenFaktorbestände

v sindfixiert.

Nun liegt es nahedie Probleme(P3’) und (14) miteinanderzu vergleichen. Zum einenwei-

senbeideProblemedasgleicheKonstruktionsprinzipauf undzumanderenstehtdie Vermutung

im Raum,dassdie Erlösmaximierungentsprechend(P3’) mit demdualenProgrammder Kos-

tenminimierung,also(14), übereinstimmt.Dabeiwird unmittelbarklar, dassbeideProgramme

vollkommenunterschiedlicheAussagenliefern. Währendein optimalerPreisvektor in (P3’) ein

Erlösmaximumdeterminiert,besagtein optimalerPreisvektor in (14), dassdie betrachteteAkti-

vität technischrealisierbarist.

6.2 Lagrange-Dualität

Den entscheidendenAnsatzpunktfür die weitereAnalyseliefert die Lagrange-Funktion(12).

DaringebendieKlammerausdrückeunterderSummedenGewinn derjeweiligenUnternehmung

b an. Es fällt auf, dasssich die Variablenvb nicht ohneweiteresausklammernlassen,um sie

dannalsLagrange-Multiplikatoren entsprechenderRestriktionenzu interpretieren.Weil sichdie

Klammerausdrücke in dervorliegendenFormalsunhandlicherweisen,werdensienunwie folgt

ersetzt:

rb � &p � vb �V9 q$ vb * &p$F&xb 9:1G� &xb 3 Pb � vb ���S9 q$ vb wegen(1e)

*I&p$ &xb 9 q$ vb 9:PS� vb 3 Lb �'&xb ��� beachte1G�'&xb 3 Pb � vb ���*g9BPS� vb 3 Lb �'&xb ���
*I&p$ &xb 9 cb � q ��&xb � wegen(3)

Der wesentlicheSchritt bestehtdarin,die ursprünglicheOutputkorrespondenzPb entsprechend

(2) durchdie inverseInputkorrespondenz Lb zu ersetzen.In demresultierendenProblemstehen

jetztdieGütermengenundnichtmehrdieFaktormengendenSchattenpreisenq gegenüber. Ruys,

Weddepohl(1979,AnhangA.2.2) sprechenin diesemZusammenhangdahervon einerinversen

dualenÖkonomie.

Um nun die Schreibweisezu verkürzen,wird wie zuvor von ein Volkswirtschaftausgegangen,

die auseinemeinzigenMehrproduktunternehmenbesteht.UnterschlägtmandenSubskriptb *
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1 und hält im Kopf, dassdasbetrachteteGüterbündelerlösmaximalist, dannlautetdie neue

Lagrange-Funktion

� � x � q ��* p$ x  q$ v 9 c � q � x �A=

Nunziehtmandie beidenProbleme

Z^� p � q �F7 c� � q � p �[* sup
x

p$ x 9 c � q � x �?3 x 4E] n(6b)

P�� v 3 L � x ���[7 c� � v � x �¤* inf
q

q$ v 9 c � q � x �?3 q 4E] m(14)

heranundbetrachtetdie Programme

sup
x

p$ x  c� � v � x �?3 x 4E] n und inf
q

q$ v  c� � q � p �?3 q 4E] m =(15)

DasersteProblemstimmtwegenc� � v � x �¥*cPS� v 3 L � x �<�¦*§9B1G� x 3 P � v ��� mit derErlösmaximie-

rung(P1)überein.Dagegenwird im zweitenProblemwie in (P3’) derErlösüberdieFaktorprei-

seminimiert. Auch hier ist dasdualeProblemkein ProblemderKostenminimierung,wasnicht

verwundernkann,denndie Kostenfunktionist in derLagrange-Funktionbereitsenthalten.Nun

lässtsichdasTheorem2.3.1in Walk (1989)aufdiebeidenvoranstehendenProblemeanwenden:

Die folgendendrei Aussagensindäquivalent.

1. Esexistiert ein Paar �;&x �2&q � , sodassfür alle � x � q �#4E] n ¨ ] m folgendeSattelpunktbedin-

gungerfüllt ist:

� � x ��&q �#� � �;&x ��&q �#� � �'&x � q �

2. Esgilt

p$ &x  c� � v � &x ��*
� � &x � &q �* &q$ v  c� � &q � p �A=

AußerdemsindbeideProblemerealisierbarund

r � p � v �* max
x

p$ x  c� � v � x � * min
q

q$ v  c� � q � p �

3. Esexistiert ein Paar � &x � &q � , sodass

c � &q � &x �U* p$F&x 9 c� � &q � p �* p$[&x 9lZB� &q � p �A�
c � &q � &x �U* &q$ v 9 c� � v � &x ��* &q$ v 9lPS� v 3 L � &x �<�A=
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Die gleichenAussagengeltenauchfür denallgemeinenFall mit n Unternehmen,wobeinundie

Lagrange-Funktion

� ���F� q �* q$ v  
b

p$ xb 9 cb � q � xb �(16)

zu untersuchenist. Man beachte,dassdie Suchenacheiner optimalenFaktorallokation &o�*
�'&v1 �.-/��&v p � im Problem(P3)nunabgelöstwird vonderSuchenacheineroptimalenGüteralloka-

tion &��*©�;&x1 �.-0�(&x p � . Die nachstehendenKuhn-Tucker Bedingungenstellendie Existenzeines

Sattelpunktes� &�[�2&q � mit denzuvor beschriebenenEigenschaftensicher.

J xb

� � &�F��&q �h* p 9NJ xbcb ��&q �)&xb �B� 0 &xb " 0 p$ &xb *8J xbcb ��&q �)&xb � $ &xb(17a)

b * 1 �y-0�@n
J q
� � &�F��&q �h* v 9 b J qcb ��&q ��&xb �#" 0 &q " 0 &q$ v * b &q$ J qcb ��&q �)&xb �(17b)

UnterBerücksichtigungvonShephardsLemmaliefert (17b)diegleichenBedingungenwie (13b).

DagegenunterscheidensichdieBedingungen(13a)deutlichvon(17a). Selbstfür eineinnereLö-

sungmit &vb � 0 und &xb � 0 ist festzuhalten,dassdie Bedingungen

&q *8J vbrb ��&p �)&vb � and &p *8J xbcb ��&q ��&xb �

keineswegsdualzueinandersind.

6.3 Linear-homogeneProduktionstechnologien

Woherkommt die Vorstellung,dassdasInfimumproblemin (15) ein Problemder Kostenmini-

mierungist, dasdenRestriktionennichtpositiver Stückgewinneunterliegt? Immerhinwird diese

Idee in der gängigenLiteratur zur Außendhandelstheorie verfolgt (vgl. hierzuetwa Woodland

(1982)oderDixit, Norman(1980))undauchdie lineareProgrammierunglegt dieseVermutung

nahe.

Wiederumist einBlick aufdieLagrange-Funktion(16)hilfreich, dienunvollkommenneuinter-

pretiertwird. Zunächsterhebtmanq$ v zurZielfunktion,dieüberq minimiertwird. Wennesnun

möglich ist die nichtnegativenGütervektorenvb ausdenKlammerausdrücken unterderSumme

auszuklammern,dannlassensie sich als Lagrange-Multiplikatoreninterpretierenund zwar zu

denNebenbedingungen,die in (17a)zu findensind. DiesesZiel lässtsich realisieren,indem

manlinear-homogeneProduktionstechnologien [ ª Pb � vb ��* Pb �«ª vb � für alle ªL� 0] einführt.

Nun sind auchdie Erlösfunktionenrb linear-homogenin vb, währenddie Kostenfunktionencb
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linear-homogenin xb sind.UnterBeachtungdesEuler-Theorems

rb � p � &vb �*8J vbrb � p � &vb � $�&vb bzw. cb � q � &xb ��*LJ xbcb � q � &xb � $F&xb

folgt ausdenKuhn-Tucker-Bedingungen (13a)beziehungsweise(17a), dasssichkeinepositiven

Gewinne realisierenlassen.JedeoptimaleLösungverlangtdemnach,dassdie Erlösemit den

Kostenübereinstimmen.

rb � p � &vb �h*8J vbrb � p � &vb �¬$ &vb * &q$ &vb wegen(13a)

cb � q �(&xb �h*8J xbcb � q �(&xb � $ &xb *I&p$ &xb wegen(17a)

Schließlichstimmendie Grenzkostenmit denStückkostenüberein,so dassdie Ungleichungen

in (17a)nichtpositive Stückgewinneverlangen,D cb ��&q ��&xb �;6�D x jb * cb ��&q �(&xb �;6 x jb " p j für alle j

undalle b.

6.4 Einproduktunternehmen

Die zweitevereinfachendeAnnahmebesagt,dassjedesGut durchgenauein Unternehmenmit

derProduktionsfunktionx j * x j � v j � hergestelltwird. Damit gehtderIndex b * 1 �.-0�?n überin

j * 1 �.-0� n unddie neueLagrange-Funktionergibt sichals

� � x � q �* q$ v  
j

p j x j 9 c j � q � x j � =

Die zuvor angegebenenKuhn-Tucker-Bedingungen verlangennunfür jedesUnternehmenj, das

die positive Menge &x j herstellt,

p j * D c j ��&q � &x j �
D x j

=

Wegenderlinear-homogenenProduktionsfunktionenlassensichdie Kostenfunktionenmultipli-

kativ separieren,

c j � q � x j ��*®c j � q � x j �

wobei c j � q � die StückkostenfunktiondesUnternehmensj angibt.

Damit gehtdie Lagrange-Funktion(16) überin die Form, wie sieWoodland(1982,S. 53) ver-

wendet,

� � x � q ��* q$ v  
j

x j p j 9¡c j � q � �
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währenddie ursprünglicheLagrange-Funktionaus(12)die Form

� ��o�� q �* q$ v  
j

p j f j � v j ��9 q$ v j *
j

p j f j � v j �H q$ v 9 v1 9 9 vn

annimmt. Selbstverständlichstimmendie Funktionswerteim Optimum überein,
� �;&x ��&q �l*

� �y&o��2&q � , weil dieGewinnein beidenFällenidentischsind.Manbeachtejedoch,dassdiezugrun-

deliegendenProblemederErlösmaximierungundderKostenminimierungnicht dualzueinander

sind,wie esWoodland(1982,S.50) behauptet.Zwar stimmendie WertederZielfunktionenim

Optimumüberein, j p j f j � &v j ��* &q$ &v, diesesResultatbasiertjedochaufdenlinear-homogenen

Produktionsfunktionen undist kein unmittelbaresErgebnisderDualitätstheorie.

6.5 Lineare Produktionstechnologien

Die bisherigenBeobachtungensindzurelativieren,wennin einemdrittenSchrittlineareProduk-

tionstechnologienunterstelltwerden.Fasstmandie Inputkoeffizientenin derMatrix A zusam-

men,solautetdaslineareProblemderErlösmaximierungundseindualesProgramm

r � p � v ��* max
x

p$ x 3 Ax � v � x " 0(P4)

k � p � v �* min
q

v$ q 3 A $ q " p � q " 0(D4)

Hierin wird die MengemöglicherProduktionspunkteP � v � durchdie UngleichungenAx � v

undx " 0 beschrieben.Entsprechend(16) lautetdie Lagrange-Funktionhier

� � x � q ��* p$ x  q$ v 9 q$ Ax =

FüreinoptimalesPaar �;&x �2&q � stellt sichimmerdasErgebnisp$ &x *I&q$ v ein,womit diesämtliche

Gewinne verschwinden.Daherwird dasdualeProgrammals Problemder Kostenminimierung

interpretiert,wobeiüberdie (Schatten-)Preiseq derProduktionsfaktorenundnicht überv selbst

minimiert wird; vgl. hierzuWoodland(1982,S.62). Gleichzeitigverlangendie dualenRestrik-

tionen,dassdie Stückkostenbei keinemGutdessenPreisunterschreitendürfen.Da die Produk-

tion einesGutesbei Verlusteneingestelltwird, resultiertin jederzulässigenLösungautomatisch

einegewinnloseSituation,sowie esdie linear-homogenenProduktionsfunktionenvermutenlas-

sen. Als Fazit ist festzuhalten,dasssich die Beobachtungüberdie dualenStückkostenrestrik-

tionen in der linearenProgrammierungnicht ohneweiteresauf die konvexe Programmierung

übertragenlässt.
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7 Fazit

Seit von Neumann1947 die dualenProgramme(P4) und (D4) eingeführthat und spätestens

seit Dantzig (1963) eine Vielzahl weitererAnwendungenvorgestellthat, sind weite Bereiche

derökonomischenTheoriegeprägtvon denErkenntnissender linearenProgrammierung.Diese

Beobachtungwird flankiertvon derEntwicklungleistungsstarker Algorithmen,mit derenHilfe

sichselbstgroßelineareProgrammeauf demComputerlösenlassen.Hinzu kommt,dassman

lineareProgrammerelativ einfachanalysierenkannund schnellzu aussagekräftigenErgebnis-

sengelangt. Damit liegt esnahe,die gewonnenenResultateauf die entsprechendenkonvexen

Programmezu übertragen.DieserSchrittwird in derAußenhandelstheorieweitreichend– wenn

auchin einigenDetailszu sorglos – vollzogen. Der vorliegendeBeitragstellt wesentlicheEr-

gebnisseder konvexen Analysisfür die Außenhandelstheoriezusammenund machtauf einige

Fehlvorstellungenim Vergleichzur linearenProgrammierungaufmerksam.
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