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Resumen: En este articulo introducimos dos modelos generales no paramétricos estacio-
narios de primer orden para series de tiempo, para los cuales las distribuciones marginales
(invariantes) y de transiciones son expresadas como mezclas de dimensién infinita. Esta
caracteristica los hacen los primeros modelos Bayesianos estacionarios completamente no
paramétricos desarrollados a la fecha. Contribuimos a la discusion sobre el uso de mode-
los estacionarios en la practica, como una motivacién, y apoyamos la visién que, modelos
estacionarios flexibles (no paramétricos) pueden ser una fuente confiable para inferencias
y predicciones. Se observa que nuestros modelos se acoplan apropiadamente al esquema
Bayesiano de inferencia debido a un adecuado teorema de representacién. Un modelo esta-
cionario de mezcla de escalas es desarrollado como caso particular junto con una estrategia
computacional para realizar inferencia posterior y predicciones. La utilidad de este modelo
es ilustrado con el analisis de los log-retornos del tipo de cambio euro-délar E.U.A.
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time-series models for which marginal (invariant) and transition distributions are expres-
sed as infinite-dimensional mixtures. That feature makes them the first Bayesian stationary
fully non-parametric models developed so far. We draw on the discussion of using stationary
models in practice, as a motivation, and advocate the view that flexible (non-parametric)
stationary models might be a source for reliable inferences and predictions. It will be noti-
ced that our models adequately fit in the Bayesian inference framework due to a suitable
representation theorem. A stationary scale-mixture model is developed as a particular case
along with a computational strategy for posterior inference and predictions. The usefulness
of that model is illustrated with the analysis of Euro/USD exchange rate log-returns.
Keywords: Stationarity, Markov processes, Dynamic mixture models, Random probability
measures, Conditional random probability measures, Latent processes.

JEL Classification: C11, C14, C15, C22, C51.

“Los autores agradecen a dos dictaminadores anénimos por sus valiosos comentarios y sugerencias. El
primer autor agradece, entre otros, el apoyo financiero de CONACYT (México), University of Kent (UK),
Regione Piemonte, Universita degli Studi di Torino y Collegio Carlo Alberto (Italia). Se agradece la asistencia
de Nadja Thiirbeck en la traduccién al espanol del articulo.

"Direcciéon General de Investigacién Econémica. Email: juan.martinez@banxico.org.mx. (Autor corres-
pondiente).
School of Mathematics, Statistics and Actuarial Science. Email: S.G.Walker@kent.ac.uk.



1. Introduccion

Gran parte de la teoria estadistica conocida se basa en cierto tipo de simetria entre las
observaciones (véase, por ejemplo , ). En el contexto de andlisis de series de tiem-
po, la nocién de simetria se ha expresado en términos de estacionariedad de la cual se derivan
propiedades de muestras grandes y otros resultados tedricos. Sin embargo, una desventaja
exhibida por la mayoria de los modelos estacionarios, que causa dudas a los usuarios acerca
de la utilidad de los modelos, ha sido expuesta por la naturaleza estructural restrictiva de
sus mecanismos de transicién o distribuciones marginales. La tesis de los autores es que el
uso de modelos estacionarios flexibles puede producir inferencias y predicciones razonables.
En el resto de esta seccion, se revisan algunos problemas generales encontrados en modelos
estacionarios cuando se trata de datos reales y se comenta acerca de algunos enfoques que
han resultado ser ttiles para superar la falta de flexibilidad de modelos estacionarios exis-
tentes. También, se argumenta que los modelos estacionarios, cuando estan conectados con
los modelos bayesianos no paramétricos, pueden ser tan flexibles como muchos de sus contra-
partes no estacionarios, o aliin mas, mientras que preservan todas las propiedades deseadas
que un modelo estadistico puede tener. A continuacién, se enfoca en la conexién entre la

estacionariedad y los métodos bayesianos no paramétricos.

1.1. Estacionariedad y métodos bayesianos no paramétricos

El mundo en que vivimos estd expuesto a cambios permanentes y a veces imprevistos,
igual como los datos que se obtienen de él. Debido a cambios no anticipados observados
en los datos, particularmente, en el contexto de series de tiempo, usuarios han desarrollado
incertidumbre respecto al uso de los modelos estacionarios. En la literatura econométrica,
una teoria influyente para realizar prondsticos, que logra resolver algunas fallas de modelos
econométricos paramétricos existentes, se puede caracterizar basicamente por utilizar mezclas
de los modelos cuyas formas estructurales no difieren en méas que un valor especifico de
los pardmetros involucrados. Véase ( ) para obtener un resumen
reciente. Notemos que estos modelos se especifican a menudo como no estacionarios; sin

embargo, combinan diferentes mecanismos que describen la dindmica de transicion de los



datos y (posiblemente) anticipen valores futuros y cambios repentinos. También, véase

( )y ( ), donde se impone una estructura dindmica de Markov
para describir las transiciones de datos de un componente del modelo a otro. Nétese que
modelos de regimenes cambiantes Markov se propusieron por ( ) para modelar
patrones no estacionarios de datos de series de tiempo econdémicos. La relevancia y el buen
desempeno en términos de prediccién/ pronéstico de diferentes tipos de modelos de mezclas
en econometria empirica han sido demostrados en ( ), incluso si
estos modelos sufren de una falta de soporte tedrico que pueden proporcionar los modelos
estacionarios. De manera similar, modelos no estacionarios han sido utilizados en Econometria
Financiera y Estadistica Financiera (véase, por ejemplo , ), con el
objetivo de capturar de manera flexible el mecanismo dindmico del proceso generador de
datos, dado que existe tal mecanismo. También, véase ( )y

( ) donde se discuten algunas implicaciones de usar modelos no estacionarios en el andlisis
de portafolio.

Relacionado al problema de modelar cambios estructurales en Estadistica, también se
prestd atenciéon a desarrollar procedimientos estadisticos con el fin de identificar (y probar)
si los cambios observados en los datos representan cambios estructurales reales en el modelo.
Véase, por ejemplo ( )y ( ), para una discusion. Pero, como
ya es bien sabido, procedimientos estadisticos destinados a identificar cambios estructurales
sufren de la falla de identificar s6lo cambios estructurales en retrospectiva y no se puede
obtener mucha informacion acerca de cambios futuros. Por lo tanto, seria 6ptimo concebir un
modelo estadistico que integre distintas posibilidades estructurales en una sola especificacion,
ya que capturara una gran variedad de escenarios de datos. En cierto modo, lo anterior ha
sido el objetivo de modelos de mezclas generales y de mezclas de Markov, existentes en la
literatura.

Al preservar la idea de integrar formas estructurales distintas en un solo modelo, es
razonable pensar que la dinamica de transiciéon de mezclas de dimensiones infinitas seria
una alternativa sensible y adecuada para modelar la dindmica de transicion de datos de
series de tiempo. Este tipo de modelos potencialmente capturaria caracteristicas persistentes

de los datos, asi como eventos transitorios, pero este modelo también permitiria considerar



escenarios alternativos para inferencias futuras y, méas importante, predicciones. Un modelo
de dimensién infinita idealmente aprenderia y asignaria mayores probabilidades a eventos
recurrentes y menores probabilidades a eventos raramente observados. Otra caracteristica
deseable que pueden tener los mecanismos de transicién de dimension infinita, y que modelos
no estacionarios probablemente no logren, es la de reproducir el comportamiento marginal de
los datos para cualquier tiempo, lo que también ya sido una falla de la mayoria de modelos
de mezclas de dimension finita desarrollados anteriormente. Entonces, métodos bayesianos
no paramétricos pueden llevar un papel importante. Refiérase a ( )
para una revisién reciente. Algunos modelos de mezcla de dimension infinita para series
de tiempo han sido desarrollados recientemente, pero hasta ahora ninguno de ellos puede
reproducir el comportamiento marginal de los datos de manera flexible (véase algunos de
estos documentos incluidos en , , ). Lo que contribuye este documento
a la literatura es la introduccién de modelos completamente estacionarios no paramétricos
que permiten distribuciones flexibles marginales y de transicién, que se representan como
mezclas de dimensién infinita, asi haciendo estos modelos las tinicas alternativas que logran
este objetivo dentro de un enfoque bayesiano no paramétrico. La construcciéon del modelo
que se adopta en el presente documento sigue el enfoque de proceso latente de

( ), pero se explota una estructura estocastica mas flexible alrededor de la cual se forma

la dependencia del modelo estacionario.

1.2. Acerca de estacionariedad y teoremas de representacion

Adicionalmente, dentro del enfoque estadistico bayesiano, la nocién de estacionariedad
condicional y ergodicidad condicional de un modelo resulta relevante ya que da lugar a una
version dindmica anédloga al teorema de representacién de Finetti. ( ; ). Tal
resultado, de hecho, se establece bajo la nocién mas general de simetria estocastica bajo
medidas invariantes debido a ( ) (también véase, : ). La representa-
cion de explica que para una secuencia contable de variables aleatorias estacionarias,
por ejemplo {Y;}:2,, su medida de probabilidad asociada, IP, permite la siguiente representa-

cién para cualquier sub-segmento finito de la secuencia con longitud n y cualquier conjunto



mensurable (A;)f,

P(Vi€ A Ve e A = [ [[Folwr € A, .un)TI(d0), (1.1)
© i1

donde € es un elemento aleatorio que toma valores en el espacio © (que puede ser de dimensién
finita o infinita), IT es una medida de probabilidad con soporte en O,y Fy(y; € Asl|vi—1,---, Y1)
representa una coleccion de distribuciones con estacionariedad condicional y ergodicidad con-
dicional indexadas por 6, con Fyp(y; € A;p) siendo la distribucién marginal del modelo en el
tiempo t = 1. Cabe destacar que la representacion (1.1) abarca el teorema de la representaciéon
de para variables aleatorias intercambiables, en cuyo caso la estacionariedad con-
dicional es reemplazada con independencia condicional dada 6. El teorema de representacion
de ha motivado el enfoque subjetivo de intercambiabilidad.

Un caso particular de (1.1) se obtiene cuando Fy son de Markov, en cuyo caso el modelo
completo se caracteriza por Fy(-) marginal y transiciones de primer orden, Fy(:|-). De misma
manera como en el caso de intercambiabilidad, la medida de probabilidad II representaria las
creencias priores acerca del modelo. Otros modelos dependientes también pueden acomodar
la representaciéon de . Por lo tanto, desde un punto de vista subjetivo, el teorema de
representacion de puede entenderse como motivacion para el desarrollo de inferencia
subjetiva bayesiana para el andlisis de series de tiempo bajo estacionariedad. También se
nota que para modelos no estacionarios no hay un resultado de representacién como el de
(1.1).

Al reconsiderar (1.1), cabe mencionar que cuando se escogen Fy y I1(df) autométicamente
se pondria una distribucion prior en un espacio dado de modelos estacionarios. Por ejemplo,
cuando Fy son paramétricos y 0 es de dimension finita, el modelo se reducira a un modelo
paramétrico tradicional. En este caso, se asignaria cero probabilidad a muchos conjuntos
grandes de modelos alternativos (es decir, modelos paramétricos cuya forma funcional se ubica
fuera de la clase de modelos donde los Fy pertenecen), por lo tanto, la probabilidad posterior
para aquellos conjuntos dados los datos también sera cero. Entonces, parece razonable buscar
especificaciones robustas de Fy y I1(df) que abarcan una clase grande de modelos, para evitar
sorpresas después de observar los datos. Asi, las especificaciones no paramétricos bayesianos,

donde O es tipicamente de dimensién infinita, parece ser una alternativa atractiva para tales



especificaciones.

En el presente documento, se introducen dos procedimientos constructivos que buscan
definir modelos completamente no paramétricos estacionarios de Markov al permitir la re-
presentacion de Maitra. Se anticipa que uno de ellos, el modelo de referencia, no se puede
implementar en practica con la maquinaria computacional disponible. Sin embargo, el segun-
do modelo extendido supera dichas fallas. Cabe destacar que los modelos extendidos tienen
representaciones alternativas de estado-espacio. Estos modelos son alternativas atractivas en
comparacion con modelos tradicionales de estado-espacio, ya que la parte observable de los
modelos se puede recuperar analiticamente dado que componentes de observacién y de estado
son distribuciones regulares condicionales. Un modelo estacionario de mezcla de escalas se
introduce como caso particular del anterior y se desarrolla un algoritmo computacional para
inferencia posterior. También, cabe destacar que los modelos completamente estacionarios no
paramétricos introducidos en el presente documento pueden ser adaptados a una variedad
de circunstancias, simplemente al especificar algunos de sus componentes de acuerdo con

necesidades distintas (por ejemplo, tener soportes distintos).

1.3. Contenido del documento

El documento esta estructurado de la siguiente manera. La Seccién 2 presenta un resu-
men general de modelos estacionarios de primer orden. Se introduce un modelo de referencia,
que generaliza el estimador no paramétrico de tipo kernel de distribuciones marginales y de
transiciéon de un proceso de Markov; también se comenta acerca de una limitacién practica.
También, se resumen ideas generales relacionadas a un enfoque de construcciéon de modelos
de procesos latentes. En la Seccién 3, se introduce un enfoque mas amplio para especificar
modelos estacionarios de primer orden, permitiendo densidades no paramétricas marginales
y de transicién que superan la limitacion del modelo de referencia. En la Seccién 4, se desa-
rrolla un modelo particular estacionario de mezcla de escalas, basado en mezclas dobles no
paramétricos de procesos de beta-Stacy y stick-breaking. En la Seccién 5, se especifican prio-
res para el modelo estacionario de mezclas de escalas y se desarrollan estrategias analiticas y
computacionales para la inferencia posterior. La aplicabilidad del modelo estacionario de mez-

cla de escalas se ilustra en la Seccién 6 con el analisis de un segmento corto de los log-retornos



del tipo de cambio euro-délar E.U.A. El documento concluye con algunas consideraciones y
comentarios finales en la Seccion 7. El documento se complementa con apéndices donde se
presenta un resumen general de la construcciéon de modelo de procesos latentes basada en
mezclas y se proporcionan detalles acerca de la implementacién de un modelo dindmica de

mezclas de escala.

2. Modelos estacionarios de primer orden

2.1. Enfoques previos

Algunos enfoques para construir modelos estacionarios de primer orden para series de
tiempo prestan atencion a especificar una forma analitica explicita para la distribuciéon mar-

ginal, la cual es compatible con el mecanismo de transiciéon del modelo. Entre estos, se en-

cuentran los enfoques basados en convoluciones ( , ) v los modelos basados
en procesos latentes ( : ).
El enfoque basado en convolucién de ( ) utiliza el operador “thinning”

para definir modelos estacionarios para series de tiempo con valor discreto con distribuciones
marginales dadas. ( ) exploran la idea y definen un modelo estacionario
con marginales gamma. ( ) aprovechan la propiedad de proximidad bajo convolucién
de la familia de dispersion exponencial de las funciones de distribucién y definen modelos
estacionarios con marginales en la familia exponencial cerrada bajo convolucion.

( ), ( )y ( ), entre otros, estudiaron extensiones
relacionadas. Generalizaciones mas recientes que consideran el operador “thinning” binominal
también se estudiaron por ( )y ( ).

El enfoque de procesos latentes se desarrollé por ( ). La construccién del
modelo se enfocd en modelos que permiten marginales en la familia exponencial conjugada y
la familia exponencial de dispersion, mientras que preservan la linealidad de las expectativas
condicionales de la dindmica de transicién. Extensiones adicionales admitiendo marginales
y dindmica de transiciéon mas estructuradas fueron desarrolladas después por

( , ), donde también se desarrollaron versiones estacionarias de modelos ARCH vy



GARCH con marginales dadas (véase, por ejemplo , ). El alcance del enfoque de
procesos latentes se amplié més por ( ) al considerar medidas latentes
de probabilidad, las cuales podrian resultar en mecanismos de transicién (flexibles) més
estructurados, mientras que conservan la distribuciéon marginal dada. Esta idea se aplico en

( ) donde se definen modelos alternativos estacionarios de valor
para series de tiempo.

Sin embargo, a pesar de la flexibilidad que puedan tener ambos enfoques para construir
modelos, hasta el momento las distribuciones (invariantes) marginales todavia pertenecen a
una familia paramétrica dada de funciones de distribucién. En el presente documento, se
introducen dos modelos estacionarios de primer orden més flexibles para los cuales ambas la
distribucién marginal y la distribuian de transicién son no paramétricas. Empecemos con la

especificacion del modelo de referencia.

2.2. Un modelo de referencia

Modelos estacionarios de primer orden se especifican por distribuciones conjuntas mar-
ginales y de segundo orden. En general, se puede considerar un componente estocastico
bivariado observable, (Y;_1,Y;), cuyas entradas toman valores en el espacio comin ). Adi-
cionalmente, se supone que cualquier par (Y;_1, Y;) sigue una distribucién conjunta simétrica
de dimensién finita que se denota por K (y;_1,4:|0), que depende de un parametro 6, tal que

se cumpla la siguiente relacion

p(y:]0) = /p(ytlyt_l; 0)p(ye-110)dy;—1, (2.1)

donde p(y|yi—1;0) = K(yi—1,9:|0)/p(yi—1]6) con p(:|0) es la distribucién marginal comin
inducida por K. El parametro 6 toma valores en el espacio ©.

Una extensién natural bayesiana no paramétrica de la densidad conjunta para (Y;_1,Y})
se darfa en términos de un modelo mixto de dimensién infinita, en el sentido de ( )

que tomaria la forma de

P,y = > Wi (Yr, tal6). (2.2)

j=1

Entonces, la distribucién bivariada se caracterizaria por los pesos {W;}32, y los pardmetros

{Hj};?‘;l, cuyos elementos comparten un espacio de parametros de dimensién finita ©. En

7



consecuencia, la distribucién marginal comin inducida por (2.2) se representaria por

p(y) = ZW]'/K(dyt—l7yt|9j)
j=1

= ZWjK(ytwj). (2.3)

Entonces, una versiéon no paramétrica de la densidad de transicién de primer orden tomaria

la forma

p(yt_l,yt)

p(ytfl)
o Z]Oil WK (y—1, ye|0;) (2.4)
XS WK (yal6) ’

P(Yelye-1)

para cualquier ¢.

Antes de proceder, se destaca que el mecanismo de transicion del modelo de referencia
(2.4) parece —y en términos de flexibilidad extiende— el estimador tipo kernel para la dindmica
de transicién de un proceso Markov con estado-espacio general, lo que propuso originalmente

( ) que sirvi6 como modelo de referencia para la estimacién no paramétrica de
procesos de Markov en el enfoque frecuentista. A lo largo de anos, estimadores tipo kernel
para procesos de Markov recibieron considerable atencion. Véase, por ejemplo,

(1998), Hili (2001), (2005) y (2008).

Pero nétese que a pesar de la simplicidad de la expresion (2.4) y el hecho de ser una
generalizacién flexible de la distribucién de transiciéon en comparacion con los estimadores
tradicionales tipo kernel, su tratabilidad practica esta limitada debido al problema de incluir
una suma infinita en su denominador. Por lo tanto, la implementacion computacional del
modelo de referencia no es posible, en este momento. Sin embargo, en la siguiente seccion,
se deriva una generalizacién flexible que supera la dificultad del denominador involucrado en
representaciones similares a (2.4). Los modelos de estacionariedad que se derivan, admiten
representaciones de mezcla de dimensién infinita para la marginal y la de transicion, si-
multaneamente. Lo anterior se logra al entender la distribucion de transicién p(y:|y;—1) como
mezcla, en el sentido de ( ), mas bien que un cociente, como se traté anterior-

mente. Se refiere a tal enfoque de construccién del modelo como muestreo de Gibbs.



2.3. Construccion de modelo con muestreo de Gibbs

El enfoque de construccién de modelo con muestreo de Gibbs se desarrolld originalmente
por ( ), ¥ ( ) se refirié a este enfoque en un marco més
amplio. La construccion depende de la incorporacion de medidas de probabilidad latentes
como instrumento para inducir una estructura de dependencia y un comportamiento marginal
deseado del modelo. A continuacién se establece una nocién. Sea Y una variable aleatoria
observable que toma valores en el espacio de la muestra ), y sea f la densidad (o la funcién de
probabilidad) para Y, la cual se asume que es aleatoria. La definicién del modelo se completa
con la incorporacién de una medida de probabilidad II para f, que se define sobre el espacio
funcional de dimensién infinita F que incluye a f. Correspondientemente, la construccion del

modelo se deriva por la siguiente estructura:

ylf ~f v f~IL (2.5)

Como se asume a menudo, la medida de probabilidad IT se define tal que la relaciéon ey (f) = go
se mantenga, para cualquier funciéon de densidad, go. Por lo tanto, se observa simplemente

que la densidad marginal para Y se representaria por gg, es decir,

pye) = / Fu)TI(AS) = Enlf ()] = g0(n0). (2.6)

La idea clave de la construccion del modelo con muestreo de Gibbs consiste en expresar la

densidad de transicién desde el tiempo (¢ — 1) a ¢ como una mezcla de la forma

ply) = / FOTAfly) = EnCf olyis), (2.7)

para la cual existen expresiones analiticas explicitas para casi todas las medidas de probabi-
lidad II conocidas en la literatura (asumiendo que Y;_; y Y; son condicionalmente indepen-
dientes dada f; véase, por ejemplo , ). También, bajo especificaciones
adecuadas de I, serd posible encontrar una representacién flexible para la dindamica de tran-
sicién (2.7), como lo estudié ( ).

Una desventaja potencial de la construccion del modelo con el muestreo de Gibbs es que la
forma de densidad marginal, (2.6), es tipicamente paramétrica. Por lo tanto, la posibilidad de

definir una alternativa para el modelo de referencia descrito antes, que sea completamente no



paramétrica, parece ser inviable. Sin embargo, un enfoque general que evita esta desventaja,
se desarrolla en la Seccion 3. La idea consiste en extender la construccion del modelo base
con muestreo de Gibbs en dos direcciones. Por un lado, se deberian explorar representaciones
adecuadas de doble mezcla para II, que permite expresar la densidad marginal como una
mezcla de dimension infinita. Por otro lado, se deberia definir una representacion adecuada
conjunta observable y latente de la dindmica de transiciéon del proceso que permitird evitar
la suma infinita incluida en el denominador de la distribucién de transicion del modelo de
referencia. Por lo tanto, el mecanismo de transicién del modelo se escribiria como una mezcla
de dimensién infinita.

Antes de continuar, se nota que en el fondo del enfoque de la construccién del modelo con
muestreo de Gibbs se ubica la especificacién de la medida de probabilidad conjunta inducida

por f y II, por ejemplo, IP, que se presenta por

P(dy,df) = f(y)T(df)dy. (2.8)

El soporte de IP es dado por el producto de espacios ) x F. La nocion de IP sera fundamental
para la construccion del modelo y se describira en la Seccién 3, cuando se derivaran mecanis-
mos marginales y de transicion deseados a partir de unas versiones estructuradas alternativas
de (2.8).

Antes de presentar los detalles de la construccion del modelo extendido con muestreo de
Gibbs, se establecera una conexioén notable con el modelo de referencia. Puede ser, como se
mostrara en adelante, que el modelo de referencia se deriva como caso particular de modelos

estacionarios con muestreo de Gibbs.

2.3.1. Derivacién del modelo de referencia via muestreo de Gibbs

El modelo de referencia se presenta como caso particular de la construcciéon de modelo
con muestreo de Gibbs cuando K (y;—1,y:|0;) = K(y—1|6;)K (y]6;) y se define la siguiente
medida de probabilidad conjunta sobre el producto de espacio ) x J

P(dys, J = d) = WK (dy:|04), (2.9)

donde Y es el espacio de la muestra de Y y J = {1,2,...}. Dentro de la construccién, la

variable latente J lleva el papel de una imputacién latente o de una variable indexada latente
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asociada con un modelo de mezcla. Por lo tanto, de (2.9) sigue que la medida condicional de

probabilidad de J = d, dada y;_1, seria
IP(J = d|y;—1) o< WK (y;-1160a), (2.10)

con la constante de proporcionalidad dada por Y~ WK (y;—1|6;). Entonces, al imputar
(2.10) en la version andloga de (2.7) da lugar al mecanismo alternativo de transicién bayesiano

no paramétrico tipo kernel

puly1) = > P(yeld) P(dly1)

d=1
— Z;il WdK(ytyed)K(ytfl ‘ed) ) (211)
2o WK (y-101)

Por ende, al seguir dicha derivacién, se observa facilmente que la distribucién estacionaria

marginal asociada con (2.11) coincidiria con

ply) = > WiK(yl6)), (2.12)

para cualquier t = 1,2,..., como es deseado. Procedemos con la construcciéon del modelo

extendido.

3. Modelos dinamicos estacionarios extendidos de mez-
clas

La construccion del modelo extendido con muestreo de Gibbs supera la limitacion prac-
tica que tiene el modelo de referencia, mientras que representar mecanismos marginales y de
transicién del modelo via mezclas de dimension infinita. La construccion se basa en la repre-
sentacién extendida de la medida de probabilidad conjunta IP, como en (2.8), pero esta vez
se incorpora una medida de probabilidad latente adicional que llevara un papel fundamental
en la descripcion del mecanismo de transiciéon de las variables observables y latentes. Una

derivacion general basada en mezclas se describe en el Apéndice A.
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3.1. Distribucion invariante

De manera similar como en el modelo de referencia introducido anteriormente, se bus-
can modelos estacionarios que admiten una densidad marginal (invariante) como mezcla de
dimensién infinita. La forma explicita de tal distribucion se representara a continuacién, des-
pués de establecer algunas notaciones. Sea Y una variable aleatoria observable que toma
valores en el espacio medible (espacio poléco) (Y, Ay ). Los modelos estacionarios de interés
admiten una densidad marginal (invariante) (o funcién de probabilidad, si es necesario) con

la forma

o) = W, [ KGINGo(ax:s,), (.1)

donde {Wj};?‘;l es una secuencia de pesos de probabilidad, tal que 0 < W; < 1, para cual-
quier j, y Z;; W; = 1; X es una variable de mezclas que toma valores en el espacio medible
(L, %.); K(y|\) es un kernel paramétrico definido sobre Y x L; Go(-|f;) es una funcién de
distribucién dada definida sobre el espacio medible (£, %), que esté indexada por el pardme-
tro 0;, para cada j; y {Oj};?‘;l es una secuencia de parametros que toma valores en un espacio
comun dado © (de dimensién finita). También, se asume que las distribuciones de probabili-
dad Gy(+|0;) tienen exactamente la misma forma funcional a través de j’s, difieren solamente
en términos de los pardmetros 6;’s. Se asumird que Gy es una medida de probabilidad difusa
sobre (L, %) con la funcién de densidad go.

Como se aplica tipicamente para modelos de mezclas, el alcance de (3.1) se puede extender
a través de introducir una variable latente de imputacién, J, que indica de cudl componente
de la mezcla viene la variable aleatoria observable Y. En este caso, la version aumentada a

(3.1), después de incluir J = d como variable latente, se presenta de la siguiente forma

ply, d) = W, /E K (5|0 Go(dA: 6). (32)

para cualquier d € J = {1,2,...}.

3.2. Definicion estocastica

A partir de la definicién aumentada derivada en (3.2), también se puede suponer que existe

una funcién de distribucion aleatoria, F', que toma valores en F, que se define en el espacio me-
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dible (£, A). Ademas se supone que para cada j existe una medida de probabilidad indexada
por §;, por ejemplo II(-;6;,), definida en el espacio (F, Zr) tal que Go(-|0;) = En{F(-)|6,}.
Como antes, se supone que Gg tiene la misma forma funcional a través de j, difiriendo
solamente en términos de #;. La medida de probabilidad II(-;6;) tendrd la misma forma
estructural, pero esta vez solamente se distingue en términos de su distribucién de probabi-
lidad base correspondiente Go(+|0;)’s. La razén de incluir F' explicitamente en la definicién
estocastica se explicara mas adelante en el documento. Por el momento, anticipemos que
llevara un papel fundamental en la especificacion de la dinamica de transicién del modelo,
ya que el mecanismo de transicion se definirda por F' en si.

Por lo tanto, mediante la expansién de alcance de (3.2), después de incluir F''y A como
componente adicional, seria posible definir una estructura estocastica extendida, IP, que se

define por el producto de espacio aumentado )Y x £ x F x J, dado por
IP(dy, d\, dF, J = d) = K(dy|\) F(dMNII(dF|Go(;04)) Wa. (3.3)

Esta estructura estocastica puede tener distintas interpretaciones o derivaciones. En opinion
de los autores, entre las posibles alternativas, la proxima representacion jerarquica analoga

de (2.5) serfa mas representativa para el presente contexto:

YA~ K@), AP ~ PO,

F o~ ﬁ(-):ZmH(-|Go(;9j)),

donde se nota explicitamente que la medida de probabilidad elegida I se representa como
mezcla doble no paramétrica. Véase ( )y ( ) para defini-
ciones relacionadas estructuradas bayesianas no paramétricas.

La medida de probabilidad aumentada servird como la definicién estocastica para la
construcciéon del modelo. La siguiente seccion desarrolla la dindmica de transicion del modelo
inducida por (3.3). El marco inicial para especificar la dindmica de transicién es la definicién
aumentada en la cual la dindmica de transicion sera dada en términos del triplete de variables
observables y latentes, (y, A, d), y la estructura de dependencia se define por F' a través de

su medida de probabilidad asociada II.
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3.3. Dinamica de transicion

Para definir la dindmica de transicién, se considera el estado de tiempo (¢ — 1) para el
triplete de variables observables y latentes (y;_1, \—1,d;—1) que, dada F, tendrd la medida

de probabilidad conjunta
IP(dytfl, d)\tfl, Jt,1 = dtfllF) = Wdt_lK(dytfl|)\t71>F<d)\t71)- (34)

Correspondientemente, el mecanismo de transicién entre (¢t — 1) y ¢ seria caracterizado por

la regla de transicién de probabilidad

Pdye, dhe, dolye 1o 1, dy 1) = / P(dys, A, do|F) P(AF g1, A1 di 1)
f
== WdtK(dytl)\t)G(d)\t‘)\t—ladt—l); (35)

con

P(AF[ys—1, A1, de1) = THAF[ A1, div),
G(d)\t|)\t,1, dt,1> — IEH{F(d)\t)’)\tfl, dtfl}, (36)

donde IT(dF'|\;_1, d;—1) representa la medida condicional de probabilidad de F' dada (A\;_1,d;—1),
mientras que G(dA\|A\;_1,d;_1) representa la regla predictiva de un paso bajo I para \; con-

dicional a (A1, d;_1).

3.3.1. Expresiones explicitas de las reglas condicionales y predictivas de un paso

para F'

Expresiones explicitas para la medida condicional de probabilidad para F' dadas (A_1,d;—1)
se pueden obtener de acuerdo con los valores del indice latente d;_; y los valores de la variable
latente indexada J;, es decir

H(dF|G (;th— )7/\—) ’ j:d—a
TH(AF A1, dy 1) o e o (3.7)

I(dF|Go(;6;)) . JF di,

donde la constante de proporcionalidad se define en términos de la secuencia {W;}22, y los

demas componentes involucrados en el modelo. Notese que la dependencia de F' con respecto
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a \i—1 se volverd explicita solamente en el caso d; = d;_;. De otra manera, [I(dF|\_1,d;—1)
se reducira a la medida de probabilidad marginal II dado sélo el valor del indice d;_;.
De acuerdo con lo anterior, la regla de transiciéon de un paso para \;’s se dara por

G1<d)\t|)\t—ladt—l§9dt_1> , J= dt—la
G(d)\t’)\t_l, dt—l) X (38)

GO(dAtv Hj) ’ j 7£ dtfla
donde G (dN¢|A\i—1,di—1;04,_,) = Eq{F(dN\;)|Ne—1,di—1;04,_,} corresponde a la regla de tran-
sicién de un paso para A; bajo II, condicional al par (A\;_1,d;_1). Cabe mencionar que la regla
de transicion se puede calcular explicitamente para la mayoria de las medidas de probabilidad

IT conocidas en la literatura, incluso en el caso d; = d;_; (véase, por ejemplo

).

?

3.3.2. Forma reducida del mecanismo de transicion

En resumen, se puede decir que la dinamica de la secuencia {(y:, A, di) }72, se caracteriza
por la regla de transicion:

Wa, K (dye| M) Gr(AAe| N1, di—130a, ) di = dyq,
lP(dybd/\t7dt|yt—17)\t—ladt—l) X ' '

Wa, K (dy:| Ae)Go(dA; 04,) ;o dy #dyiy,
(3.9)

con todos componentes incluidos dados como antes.
Una caracteristica distinta de la dindmica de transicion de este modelo es que tedricamente
sea posible recuperar la dindmica de transicién de las observables, {y; }, requiriendo solamente

la computaciéon de

P(dye|y—1) = /lP(dyt|F)|P(dF|yt1)
- / / K (dysA)F () P(AF i), (3.10)
donde

Wy, J I(AF|Go(; 04, ), \e—1)Go(dN—1|ye—13 604, ) , 7 =di1,
P(AF 1) o a1 J T(AF|Go(: 04, )5 Ae—1)Go(ANe-1]ye-15 04, ) -1

VVJH(dF|GO(ﬂ0]>> y j?é dt—lv
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con GDO\t—1|yt—1§ edt_l) (08 K(yt—l’)\t—l)GO(At—l‘edt_l)-

Es comprobable que el par (3.1) y (3.10) satisfacen la ecuacién balance de un proceso
Markov. Por lo tanto, ambas la distribucién marginal invariante y la de transiciéon de primer
orden definen una secuencia estacionaria de primer orden {Y;}7°,.

Aunque es posible encontrar una expresion analitica para la regla de transicién (3.10),
para fines de inferencia, serd suficiente abrir la regla de transicién para variables observables
y latentes simultaneamente. De esta manera, se pueden implementar algunos procedimientos

estadisticos desarrollados para hacer inferencias sobre modelos estado-espacio.

4. Un modelo estacionario de mezcla de escalas

En esta seccion se desarrolla un modelo dinamico de mezcla de escalas como caso par-
ticular de la construccién extendida introducida en la Seccién 3. Los elementos del mo-
delo estarian dados por el kernel paramétrico, que se asume siendo Gaussiano, es decir,
K(y|\) = N(y|0,\), donde A es un pardmetro de escala. Por lo tanto, el estado-espacio para
A es R,. Como la medida base de la probabilidad de IT se considera la distribucién Weibull
con pardametro de forma, 6 > 0, i.e. Go(A|f#) = We(A|6), con 6 > 0, y funcién de densidad
go(A0) o OX* e~ La eleccién de G como una distribucién Weibull resulta de la eleccién
de I1, la medida de probabilidad para F, la cual se toma siendo un proceso beta-Stacy (véase,

, ). El proceso beta-Stacy se eligié debido a la estructura flexible de su
distribucién condicional esperada de un paso, e incluird expresiones explicitas de la funcion
hazard, hg, asociada con Gq. Escoger una familia paramétrica para Gy con funciones hazard
explicitas es relevante para la especificacion del modelo. A continuacién, se resumen detalles

con respecto al proceso beta-Stacy.

4.1. El proceso beta-Stacy

El proceso beta-Stacy (BS) se introdujo por ( ) como un proceso
particular neutral-hacia-la-derecha ( , ). Una caracteristica atractiva del proceso
BS, relevante para la construccion del modelo, se debe a la flexibilidad que se mantiene

después de calcular distribuciones esperadas condicionales de un paso, es decir, G; de acuerdo
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con la nocién usada. Resumimos la definicién y las caracteristicas relevantes del proceso beta-
Stacy.

Una distribucion aleatoria de probabilidad F', con soporte en la linea real positiva, se
denomina proceso beta-stacy si se puede escribir como transformacién adecuada de un proceso

creciente de Lévy que tiene la siguiente forma
F(A) £1—exp{—Z(\)}, (4.1)

donde {Z(XA) : A > 0} es un proceso con incrementos independientes no decrecientes, tal que:
i) Z(X\) es no decreciente casi segururamente (c.s.), ii) Z(A) es continua por la derecha c.s.,
iii) Z(0) =0 c.s., y iv) limy—00 Z(A) = +00 c.s.. El proceso beta-Stacy resulta cuando Z(\)

se toma como proceso log-beta caracterizado por la medida de Lévy no homogénea

e~ PWds a(du), (4.2)

v(du,ds) = 7

J— 6_8
para u > 0y s > 0, con a siendo una medida continua finita en (Ry, Bg, ) y £ una funcién
no negativa en la linea real positiva, tal que limy_, fo)\ % = +o00.

La parametrizaciéon particular considerada para el proceso BS que acomoda Gy (la distri-

bucién Weibull) como medida no condicional de probabilidad esperada, es
a(du) = B(u)fu’du, (4.3)

con > 0y [ siendo un parametro funcional positivo con soporte en la linea real positiva.
El proceso beta-Stacy es adecuado para la construcciéon del modelo debido a varias ca-
racteristicas. Su conjugacion estructural garantiza que si F' ~ BS(«, 5) y A|F' ~ F', entonces
la medida condicional de probabilidad para F' dada A" (un valor exacto de \) también seria
un proceso beta-Stacy caracterizado por un proceso log-beta actualizado, Z*, con un cambio

aleatorio de tamano Sy en X, tal que
1 —exp{—Sx}HN ~ Be(1, B(\)), (4.4)
y un componente continuo con medida Lévy actualizada v* dada por

v*(du,ds) = 1—6’S[B(U)+ﬂ(’\/2“)1ds a(du). (4.5)

— 6—3
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Véase Corolario 2 en ( ) para obtener més detalles.

Adicionalmente, debido al hecho de que el proceso esté caracterizado por una medida
de Lévy no homogénea y por la parametrizaciéon adoptada, el proceso beta-Stacy es mas
atractivo ya que admite distribuciones esperadas condicionales de un paso mas flexibles las

cuales, condicional a una observacién exacta A, se pueden escribir como

GiOAN) = [Eps[F(N)

= 1—exp{

IE[ Z*(A)]

0)\/ ( ) + ﬂ(,\/voo)(u)} hg(u)du}

\n

X [Ty (A) + )nw sy (V)] (4.6)
con la ultima expresién derivada después de considerar la reparametrizacién p(u) = %

A primera vista, la forma funcional para (i parece demasiado compleja. Pero, de hecho,
es tratable, y representa una distribucién tipo mixto para A que se caracteriza por : i) una
forma funcional moderada (es decir, reescalada uniformemente) por p en la regién (0, \),
ii) una masa de probabilidad en X', con probabilidad dependiendo de p, y iii) un ajuste
de comportamiento de cola derecha con Gy en la regién (N, 00). Con el fin de hacer (4.6)
computacional y analiticamente manejable, es conveniente considerar una parametrizacion

adecuada u, la cual se describe a continuacion.

4.2. Una parametrizacion adecuada para u

Sin perder flexibilidad, ademés podemos asumir que el pardmetro funcional p pertenece

a una clase de funciones en piezas y continuas por la derecha con valor (0, 1)

= Z Mok ]]'Ek (u)> <4'7)

para u > 0, donde {u}72, es una secuencia con valor (0,1) y {E}2, es una particién mo-
notonica de la linea positiva real. Por particion monotonica se refiere a una particion inducida
por una secuencia monoténica creciente 0 = & < & < ... < & < ..., con Ey = (&, pral,
para k > 0. Previamente, se consideraron parametrizaciones similares de los parametros fun-
cionales en ( )y ( ), en contextos distintos.

Adicionalmente, se introduce otra variable indicador latente, z, con la cual se puede
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escribir la funcién de densidad/probabilidad ¢;, derivada de Gy, como la siguiente mezcla

1
G AN =" g1 (AX)p(2|N), (4.8)
z=—1
donde
)

—1  con p(z = —1|N) = P{(0,\)|\'})

2N~ <0 conp(z=0N)=P({N}) (4.9)

\1 con p(z = 1|N) = P{(N,00)|\N}.

El Apéndice B presenta expresiones analiticas explicitas para los componentes relevantes

involucrados en (4.8).

4.3. La funcién de verosimilitud y esquema de aumento de datos

Dada una coleccién de observaciones y = {y;}._,, la funcién de verosimilitud para el
modelo dindmico estacionario de mezcla de escalas incluiria componentes en funcién de si los
dos indices latentes consecutivos d; y d;_; son iguales o diferentes. Componentes especificos de
la verosimilitud asociados con los casos d; = d;_1 se manejan dificilmente de manera analitica.
Por lo tanto, se requiere un esquema de aumento de datos. En particular, se incorporan las
variables indicadoras incluidas en la especificacién g; como variables latentes adicionales. Asi,

la verosimilitud aumentada después de incorporar z;’s se escribiria como

le(QaMa )\a Z,d; y) 8 H Wdt N(yt|07 )\t)gl,zt (/\|)\t—1;edmﬂ)p(ztp\t—l;edtaﬂ)
{t:dtZdt_l}
IT  Wa N0, A) We(Ada,) ¢ . (4.10)
{t:de#di—1}

donde @ = 3777, W;dy, que se caracteriza por una secuencia conjunta {(Wj,0;)}52,, y u es
una funcién (0,1) en piezas caracterizada por la secuencia conjunta { (&g, ux)}72,. Adicio-
nalmente, A = (\;)§2; corresponde a un proceso de escala latente, y d corresponde a una
secuencia latente de variables indexadas. Como ya se menciono, las expresiones explicitas
para p(2e|A—1;0a,, 1) ¥ 91,2 (Ae|Ai—1;64,, 1) se encuentran en el Apéndice B. Lo que se debe

destacar acerca de la verosimilitud aumentada (4.10), con respecto al componente latente
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z = (z), es que la dimensién de z en la implementacién computacional del modelo cambia
con las iteraciones de acuerdo con los casos en los cuales dos variables latentes indexadas

coinciden. Procedemos con una descripcion del analisis de la prior-a-posterior.

5. Analisis posterior

5.1. Truncamiento estocastico via variables latentes

Un paso necesario para implementar el modelo estacionario de mezcla de escalas consiste
en tratar con la suma infinita todavia incluida en la verosimilitud extendida (4.10) para
cada d;. De manera similar como en el enfoque utilizado por ( ) para modelos
de mezclas de dimensién infinita, se introduce una variable latente de truncamiento para
restringir el rango de cada d; a un conjunto finito. Pero, de manera diferente a
( ), no utilizamos el muestreo de la rebanada (slice sampler). En lugar de eso, truncamos
directamente el rango de cada d; via una variable latente, U,.

Al abreviar la nocién, el componente de verosimilitud (4.10), incluyendo cada dy, se puede
escribir como

f(/\t, dt) = Wdtf(Atht)a (5-1)
para d; = 1,2,.... La forma especifica de f(A\;]|04,) en nuestro contexto dependerd de todas
las combinaciones posibles de los conjuntos de indices (d;_1,d;11), en conjuncién con d;.
[Né6tese que para un modelo de mezclas tradicionales, f(A|04,) se expresaria solamente por el
componente kernel de la mezcla.] El truncamiento estocdstico se lleva a cabo en (4.10),
en cada tiempo ¢, a través de (5.1) mediante la incorporacién de la variable latente de
truncamiento, Uy, tal que su distribucion condicional, dado d;, seria una variable aleatoria

geométrica desplazada, es decir
Upldy ~ ¢(1 — )" U (u > dy), (5.2)

con 0 < ¢ < 1. Se puede observar que la distribucién marginal para U; serd geométrica con
pardmetros ¢. Consecuentemente, la versién aumentada de (5.1), después de introducir u,

sera

FO di,ue) = W, f(Ml0a,)d(1 — @)% N(uy > dy). (5.3)
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También es verificable que el modelo original (5.1) se puede recuperar de (5.3) después de

integrar U.

Por lo tanto, el truncamiento estocastico se implementa en el muestreo de Gibbs de la
posterior donde se requiere el muestreo de las distribuciones condicionales para cada d; dado
uy, y vice-versa. Detalles acerca de la verosimilitud aumentada, después de incorporar la
secuencia de otras variables latentes de truncamiento u = {u;}7_,, y la implementacién del

muestreo Gibbs de la posterior se encuentran en los apéndices.

5.2. Especificaciéon de la inicial

En la presente seccion se describen dos prototipos de distribuciones iniciales bayesianas
no paramétricas para los dos parametros incluidos del modelo, u y ). Ademas, se supone

que p y @ son independientes.

5.2.1. Prior para p

Recuérdese que p, o la secuencia { (&, pr)}22,, se pueden entender como una trayectoria
realizada de un proceso con saltos, el cual se asumié impulsado por un proceso marca-
do Poisson homogéneo, cuya ley de probabilidad permite la descomposicion. IP{(&, px)} =
I{ (&)} - TT{(pr)| (&)}, con TI{ (&)} siendo la ley de probabilidad de la parte del proceso
de Poisson homogéneo con intensidad ve > 0; y II{(ux)|(&x)} siendo la ley de probabilidad

de la parte marcada que se especifica en términos del siguiente sistema de probabilidades

condicionales.
p(uol&o) = Be(puolay, by), (5.4)
p(,uk‘fka v 7507 MHe—1,- - - 7“0) = Be (,uk|au + k? Cu) ) (55)
para k = 1,2,.... De acuerdo con lo anterior, la media de la secuencia de marcas aleatorias

incrementard. En esta especificacién de la inicial, el pardmetro ¢, regula qué tan rapido se
puede esperar que la funcién p se acercarda a 1. Mientras menor sea c,, mas lenta sera la
funcion p en aumentar en la media. Una especificacion similar de la inicial en el espacio de
funciones aleatorias constantes en piezas se utilizé por ( ) para estimar

funciones hazard aleatorias en el analisis de supervivencia.
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5.2.2. Prior para @)

Recuérdese que () se caracteriza por la secuencia {(W},0;)}52,. Por lo tanto, de acuerdo
con la representacién discreta de @, es adecuado suponer que {(Wj,0;)}32, es motivada por
un proceso Poisson-Dirichlet con dos parametros ( , ) que se puede escribir
en la forma stick-breaking (véase, por ejemplo , ) como

j—1

W=V, vy W;=V;[[(1-W), forj>2,
1=1
9j o QO(Q) y V} e Be(Uj|1 - OéPDPajaPDP)> (5-6)
para j € J, donde Qo (la medida base de probabilidad de prior) es elegida para ser una
distribuciéon gamma con densidad go(f) oc "2~ exp{—0bg, }, para algunos pardmetros fijos

positivos ag, ¥ bg,. El pardmetro appp también se fijarfa para cierto valor en el intervalo

0,1).

5.3. Muestreo de Gibbs posterior

Implementar un esquema de muestreo posterior para el modelo todavia requiere un tra-
tamiento adicional para manejar el soporte contable de las variables latentes indexadas, (d;),
y la suma infinita involucrada en el denominador de la distribucién condicional completa.
Podemos resolver este problema al introducir otras variables latentes de truncamiento. De-
talles acerca del esquema de truncamiento y la derivacién de las distribuciones condicionales
completas se encuentran en el Apéndice C.

El muestreo de la posterior se puede llevar a cabo via el muestreo de Gibbs, con algunos
pasos de muestreo trans-dimensionales. El muestreo se aplica para las siguientes distribuciones

condicionales completas:
= ul... que depende solamente de d
» d|... que estd determinada por las condicionales completeas particulares para

dt|Wdta edta >\t7 >\t—1; ,U, Uy, 2t

= 4] ... que incluird un esquema adecuado de muestreo trans-dimensional
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» (| ... que sigue el esquema de muestreo de Gibbs en bloque
= z|... que solamente aparece en los casos donde d; = d;_;
= A|... que serd sensitiva a combinaciones distintas inducidas por (d;_,,d;, d;, ).

Detalles sobre la implementacién del muestreo de la posterior se encuentran en el Apéndi-

ce C.

6. Resultados empiricos

El modelo de mezcla de escalas se ilustra en la practica mediante un analisis de un
segmento corto de log-retornos semanales de tipo de cambio euro-délar E.U.A. que consiste
en 200 observaciones'. Los datos de serie de tiempo se muestran en la Figura 1, en el panel
(a). Ninguna especificidad sobre el periodo de tiempo bajo estudio es relevante en este punto,
ya que nuestro objetivo en esta seccion es mostrar el desempeno del modelo y el esquema
del muestreo de la posterior. Se puede ver que los datos de serie de tiempo exhiben un
periodo inicial de estabilidad seguido por fluctuaciones severas hacia el final del periodo
de observacion que se puede asociar con periodos de alta volatilidad. Todos los resultado
producidos y reportados a continuacion se obtuvieron via el muestreo de Gibbs posterior con
15,000 iteraciones y considerando un periodo calentamiento de 10,000 iteraciones.

El modelo se parametriza por la distribucion aleatoria () que se supone ser impulsada
por el proceso de Poisson-Dirichlet de dos pardmetros, y una funcién de valor (0, 1) en piezas
i, que es impulsada por un proceso homogéneo marcado de Poisson creciente en la media.
Entonces, consideremos mas detalles acerca de la intuicién respecto a la especificacion de
la inicial del proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros, se puede ver que pertenece a la
clase de modelos de especies de muestreo (species sampling models)?. Como tal modelo, tiene
asociado un esquema de agrupamiento de la posterior que se determina por un parametro

0 < appp < 1, lo que se puede utilizar para afinar el esquema de agrupamiento y dar mas

La fuente de los datos es el Banco Central Europeo, URL: http://www.ecb.int.
2Modelos de especies de muestreo son funciones de distribucién aleatoria discreta cuyas locaciones y pesos

aleatorios son independientes. Véase ( )y ( ).
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Figura 1: Serie de datos de log-retornos semanales de tipo de cambio euro-délar E.U.A. y
estimacién de la posterior para el proceso latente (media de la posterior linea de puntos,

intervalo de confianza al 95 % — linea solida).

probabilidad para observar un nuevo agrupamiento cuando llega una nueva observacién. En
nuestro caso, se fija un parametro en 0,5. El pardmetro adicional corresponde a la distribucién
base gamma, ()y, con pardmetros de forma y escala dados por ag, v bg,, respectivamente.
Recuérdese que las derivaciones de la distribucién base determinan las distribuciones de las
mezclas incluidas en la densidad marginal de mezclas (3.1). Se fija ag, = 2 y bg, = 3,3 para
reflejar la informacion inicial con respecto a la dispersién marginal de los datos. Relacionado
con el esquema de muestreo de la posterior definido alrededor () es el pardmetro de mues-
treo ¢, que basicamente sirve para fijar el nimero esperado de componentes en el modelo de
mezcla que se actualizara en cada iteracién. Este pardmetro se pone en ¢ = 0,18, que dara el
algoritmo de la posibilidad de explorar hasta 5 componentes adicionales en cada iteracion mas
alla del estado actual. El esquema del agrupamiento se puede visualizar a través del nimero
y de la frecuencia de los agrupamientos resumidos en cada iteracion a través del vector de
pesos de probabilidad (W;). En la Figura 2 se muestran algunos de las trayectorias muestrales
MCMC para (W;). Se puede observar que se identifican alrededor de diez agrupamientos en

los datos en interacciones distintas, con la probabilidad de membresia determinada por la
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magnitud de cada W;. También, se puede observar que se pueden identificar mas agrupa-
mientos, pero con baja probabilidad. Estos agrupamientos tienen la posibilidad de capturar
datos futuros y por ende, tienen un peso mayor o el peso se reduce cuando los datos nuevos

parecen mas a los datos ya observados.
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Figura 2: Algunas trayectorias muestrales de (I¥;) para el modelo estacionario de mezcla de

escalas presentados por iteraciones distintas del esquema de muestreo de la posterior.

Con respecto al procesos homogéneo marcado de Poisson, su regla de probabilidad se
caracteriza por los pardmetros v, determinando la intensidad del proceso de Poisson subya-
cente, y el triplete (a,,b,,c,) que determina la realizacién de la parte marcada del proceso.
Para obtener un ntimero esperado de particiones razonablemente grande en el dominio de y,
se fija ¢ = 23. Por un lado, la magnitud de la parte marcada del proceso que mide el nivel
de la funcién aleatoria p, se puede fijar en a, = 3,6, b, = 1 y ¢, = 4,5. Recuérdese que a, y
bu determinan la distribucion de la posiciéon marcada inicial del proceso. Por otro lado, a,,
y ¢, determinan la ley de la evolucion de la parte marcada. En particular, ¢, regula qué tan
rapida la funcién p toma el valor 1 en la media®. Por lo tanto, con la especificacién anterior,

aseguramos que las trayectorias muestrales de p no llegaran tan rapido a 1. El procedimiento

3Impusimos la restriccién para p que vaya hasta 1 en la media para garantizar que los caminos realizados
de la medida aleatoria condicional de la probabilidad G satisficiera condiciones de regularidad de funciones

de distribucién.
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de muestreo relacionado al paso trans-dimensional incluido en p depende de ¢,; que bésica-
mente regula la probabilidad de incrementar o disminuir el nimero de componentes incluidos
en x en una unidad con respecto al estado reciente de la cadena de este pardmetro. Para dar
flexibilidad y equilibrio a estos movimientos, se fija ¢,; = 0,5. Algunas trayectorias muestra-
les derivadas del esquema de muestreo de la posterior se muestren en la Figura 3. Se puede
observar las trayectorias muestrales de la funcién u se adaptan en cada iteracién. El grafico
resume la distribucién de la distribuciéon posterior para p, y por lo tanto, para Gi, lo que

tiene baja dispersién hacia la regién con valores altos para la variable latente .

Figura 3: Trayectorias muestrales de la funciéon p para el modelo estacionario de mezcla de

escalas mostrado en distintas iteraciones del esquema del muestreo de la posterior.

Con respecto al proceso latente ()\;), se puede observar en la Figura 1, panel (b) que el
modelo captura las caracteristicas de volatilidad de los datos observados. Es decir, el proceso
latente refleja periodos de alta volatilidad y también periodos con estabilidad relativa en los
datos. La misma Figura resume la secuencia de las distribuciones de transicién de la posterior
G1(Ae|Ai—1)’s a través de la secuencia de las medias de la posterior, es decir, [E(A;|\;—1, data)
(lineas con puntos en el grafico) y sus intervalos de confianza al 95 % asociados con la posterior
(lineas solidas superiores e inferiores). Recordemos que GG estd especificada no paramétrica
a través de () y u, por lo tanto, no se imponen formas estructurales especificas para G, es

decir, la distribucién se adaptara ante nueva informacién. Por lo tanto, no sorprende que
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se observen intervalos de confianza asimétricos alrededor de las medias de la posterior del
proceso latente.

En la Figura 4, panel (a), se muestra el histograma de las 200 observaciones de los log-
retornos semanales de euro-délar E.U.A. Como se puede apreciar, los datos muestran colas
relativamente pesadas y parecen ser asimétricos. El histograma se muestra considerando
las observaciones como si fueran independientes, para obtener cierta informacién acerca de
su comportamiento marginal, ya que es la tnica evidencia empirica disponible para eso. Sin
embargo, esta informacion no es tan adecuada, dado que los datos son dependientes. Por otro
lado, el panel (b) de la misma figura muestra que la mezcla de escalas estacionaria captura
parte del comportamiento de la cola pesada de los datos, sin embargo, no se refleja bien la
asimetria. Lo anterior se esperaba porque, por su construccién, la distribucién marginal del
modelo seria unimodal y simétrica, como es el caso para el componente de mezcla kernel.
Seria posible proporcionar el modelo con més estructura para capturar el sesgo en los datos,
pero eso es tema de otro estudio. La distribucién predictiva marginal en panel (b) de la misma
figura se calculé via métodos Monte Carlo.

El comportamiento predictivo del modelo estacionario de mezcla de escalas se resume
en una secuencia de distribuciones predictivas de un paso para el periodo de t = 201 a
t = 206. Las distribuciones predictivas se computan como las estimaciones de la posterior pa-
ra p(yi41|y:) dados los datos, es decir, se definen como IE{p(y:+1|y:)|y,} para t = 200, ...,205
cony, = (y; : i = 1,...,t). Las estimaciones Monte Carlo para las densidades predictivas
se muestran en la Figura 5 juntas con los datos actuales de cada ¢t. Como las marginales,
las densidades predictivas del modelo de mezcla de escalas son unimodales y simétricas, ya
que la dindamica de transicion impulsa la brecha o dispersién del modelo condicionalmente
de la observacion previa. El modelo se puede adaptar para capturar las asimetrias o multi-
modalidades en la dinamica de transicion de los datos, si es necesario. En este momento,
solamente modelamos la dispersién condicional en los datos. Como se puede observar, las
densidades predictivas adaptan su comportamiento de dispersion y de cola de acuerdo con
los datos observados, y logran reflejar la incertidumbre para valores futuros de los datos un
periodo en adelante. También, se puede decir que el periodo predicho mostré baja volatili-

dad. Por lo tanto, se muestra que el modelo estacionario de mezcla de escalas se desempena
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bastante bien en términos de prediccion. Tal asercion se puede validar facilmente al ccalcu-
lar resimenes predictivos como los propuestos por ( ). Sin embargo, las
densidades predictivas que se muestran en la Figura 5 proporcionan evidencia sélida para el
periodo bajo estudio®.

En esta secciéon hemos mostrado que se puede implementar el modelo estacionario de
mezcla de escalas en la practica y que produce resultados adecuados con datos actuales. Sin
embargo, se requieren algunas consideraciones acerca de su implementacion. Modelos baye-
sianos no paramétricos, en general, se implementan utilizando algoritmos computacionales
intensos y sofisticados que requieren tiempo para producir resultados. Con el advenimiento
de nueva tecnologia, se puede resolver dicho problema. Por otro lado, aunque el modelo es-
tacionario de mezcla de escala es un modelo completamente no paramétrico bien definido,
tiene el objetivo de capturar la dispersién marginal y condicional en los datos, como se co-
mentd anteriormente. También, es relativamente simple adaptar el marco del modelo para

distintas necesidades, lo que es el enfoque de nuestro trabajo actual y futuro.

7. Discusion

En el presente documento, desarrollamos dos modelos generales no paramétricos estric-
tamente estacionarios para series de tiempo. Se presentan argumentos que motivan el uso
de modelos estacionarios no paramétricos en la practica. Sin embargo, la contribuciéon prin-
cipal que aporta este documento a la literatura es la introduccion de modelos estacionarios
de primer orden que permiten representaciones de mezclas de dimensién infinita para sus

distribuciones marginales (invariantes) y de transicién. Segin nuestro conocimiento, hasta

4La evaluacién del modelo, dentro del enfoque bayesiano, se puede realizar al comparar los valores actuales
de los datos futuros, y;4+1’s, con sus distribuciones predictivas correspondientes, P(y:+1|y:, data)’s. Recuérdese
que P(y:11|yt, data) incluye todas expectativas actualizadas sobre y;11. Alternativamente, se puede realizar
un andlisis de residuos (como se usa tradicionalmente en la prictica) al comparar y;41’s con sus resultados
esperados, E(y:+1|y:)’s (predictivo o ajustado), por ejemplo. Sin embargo, el andlisis de residuos puede ser
restrictivo ya que se refiere solamente a una caracteristica de P(y:4+1|y:). El resumen estadistico para la dltima
comparacion fue propuesto por ( ), entre otros; sin embargo, resimenes alternativos para

modelos bayesianos no paramétricos, en un modelo general, no estdn disponibles hasta el momento.
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Figura 5: Secuencia de las densidades predictivas de un paso para los log-retornos semanales

de euro-ddlar E.U.A. de t = 201 a t = 206. El valor actual de y;—; para (a) es 0, para (b) es

—0,0791, para (c) es 0,16983, para (d) es 0,04288, para (e) es —0,27747 y para (f) es 0,036403.

Los valores actuales de g, se marcan con

en los graficos.
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el momento, éstos son los primeros modelos estacionarios en la literatura que logran dicho
objetivo.

Ambos modelos, el de referencia y del muestreador de Gibbs extendido, pueden adap-
tarse a un amplio rango de escenarios, ya que distintas especificaciones de sus componentes
pueden cumplir con distintas necesidades. Por ejemplo, se pueden obtener diferentes soportes
en variables observables y latentes al cambiar la especificacion de la distribucion de mezcla
kernel, en ambos modelos, y de la distribucién de mezcla base, en el caso del modelo ex-
tendido, respectivamente. Con respecto a la construccion del modelo extendido, también se
pueden derivar diferentes mecanismos de transicion al considerar medidas alternativas de pro-
babilidad determinando la distribucién aleatoria alrededor de la cual se induce la estructura
de dependencia del modelo. La estructura inducida por el procesos beta-Stacy procesos es
bastante flexible, pero sera conveniente explorar otros tipos de medidas alternativas de pro-
babilidad determinadas por un proceso de Lévy no homogéneo. Con respecto a los modelos
de referencia, todavia se investigan las estrategias computacionales respecto a la inferencia
posterior.

El modelo estacionario de mezcla de escalas introducido en la Seccién 4 corresponde a un
caso particular de la construccion del modelo extendido. Desarrollamos un algoritmo eficiente
para la inferencia posterior. Predicciones se obtienen via métodos tradicionales Monte Carlo
( , ). La distribucién marginal que incluye este modelo es unimodal y
su comportamiento de colas se debe a las colas de la distribucion base de mezcla, en este
caso, la distribucién Weibull. La dindmica de transiciéon de este modelo puede capturar colas
pesadas debido a la especificacién flexible de Gy . Especificaciones mas generales que pretenden
capturar el sesgo en los datos son posibles, por ejemplo, al considerar parametrizaciones mas
estructuradas.

En general, los modelos derivados de la construccién extendida (el modelo estacionario
de mezcla de escalas siendo un caso particular) tienen una representaciéon estado-espacio al-
ternativa que se aparenta a la de los modelos de Markov ocultos (hidden Markov models)
(véase, por ejemplo , ), en particular, el modelo infinito de Markov oculto
( , ). Una diferencia clave de los modelos desarrollados en este

documento con respecto a los modelos de Markov ocultos tradicionales es que la regla de
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transicién incluida para variables observables y latentes son distribuciones regulares condi-
cionales. Por lo tanto, a diferencia de los modelos de Markov ocultos tradicionales, nuestros
modelos permiten recuperar la dindmica marginal para el proceso observable.

En el presente, es bien sabido que se requiere establecer condiciones bajo las cuales los
modelos bayesianos no paramétricos, en general, obtienen consistencia posterior (véase, por
ejemplo , ). Se puede verificar que los modelos estacionarios com-
pletamente no paramétricos introducidos en este documento son consistentes con el tipo de
Doob (véase, , ). Sin embargo, todavia se tienen que investigar condiciones
para obtener consistencia fuerte, no solamente para nuestros modelos, pero para la mayoria
de los modelos dependientes bayesianos no paramétricos que se desarrollaron anteriormente.
Estudiar la consistencia posterior es un area abierta y activa en este ambito. El reto principal
que enfrentan nuestros modelos en este respecto basa en la representacién no paramétrica
de su distribucion marginal, ya que los enfoques tradicionales para estudiar las propiedades
de muestras grandes (asintéticas) no aplican es este contexto. Sin embargo, este problema se
investiga actualmente.

Se pueden considerar varias generalizaciones de los modelos desarrollados en este docu-
mento. Por ejemplo, seria recomendable explorar generalizaciones multivariadas, la incorpo-
racion de covariables o construir modelos con mayor orden de dependencias. También, seria

interesante estudiar la conexién de estos modelos con el caso en tiempo continuo.
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A. Construccion del modelo con el muestreador de Gibbs
basado en mezclas

El modelo derivado en la Seccion 3 se puede tratar bajo un enfoque mas general basado en

mezclas. Es posible partir de una medida conjunta de probabilidad derivada de la siguiente
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funcion aleatoria de densidad (o distribucion)

/Kme H(d9), (A.1)

donde # es una variable aleatoria de mezcla, K(y|f) es un kernel paramétrico fijo, y H
es una funcion aleatoria de distribucién. Entonces, la medida de probabilidad para fgy se
caracterizaria por la medida de probabilidad para H. Por lo tanto, la definicién estocéstica
andloga a (2.5) se darfa por

ylfuw ~ fu, vy H~IIL (A.2)

donde II es la medida de probabilidad para H, con el supuesto adicional de I[Eg(H) = Gy,
para una funcion difusa de distribucion G. Después de aplicar el enfoque de construccién del
modelo con el muestreador de Gibbs, las distribuciones marginales y de transiciéon de primer

orden del modelo estacionario serian
po) = [ faloi@s) = [ Kulo)Gu(ao), (A3)

Pl t) = / Frr () LA [y_y) = / K(0l0)G1(d016)Go(df lyrr),  (A4)

donde 0 y ¢ son dos variables auxiliares de mezcla, G1(d0|0') = En(H (d0)|6') v Go(€'|y1)
K(1y110")Go(0"). Como consecuencia, el par (A.3) y (A.4) caracterizan un proceso estricta-
mente estacionario de Markov.

Una caracteristica clave de modelos estacionarios derivados con mezclas es que realmente
es posible expresar su dindmica de transicion a través de variables observables y latentes en
conjunto al extender el enfoque de (A.2) a una medida aumentada de probabilidad inducida
por

ylo ~ K(yl6), 0|H ~H, H~IL (A.5)

Por lo tanto, distribuciones conjuntas marginal (invariante) y de transicién para el par (Y, 0)

se puede escribir como
Pt = [ K0 HOIAH) = K (1d6)Gol6,), (A6)

(Y, Oelys—1,00-1) = /K(ytwt)H(ﬁt)H(dH]Ht_l) = K (y:0:)G1(0:|0:1). (A7)

La ultima relacién sigue de la estructura de independiencia condicional entre Y y H, dada

0. También se puede comprobar que (A.6)-(A.7) caracterizan la ley de probabilidad de la
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secuencia conjunta de Markov {(Y;,0;)}:°,. Esta construccién se parece a la especificaciéon
de modelos estado-espacio. Sin embargo, en nuestro contexto, la parte marginal del modelo
conjunto corresponde a las observables, es decir, {Y;}°,, se puede recuperar desde (A.7) y
coincide con (A.4), dado que las distribuciones condicionales involucradas en nuestro modelo
son regulares.

Finalmente, se puede observar que la construccion del modelo extendido desarrollada
en la Seccién 3 se modificé de una versién mas estructurada a (A.5). Procedemos con una
descripcion mas detallada de la formula involucrada en el modelo estacionario de mezcla de

escalas presentado en la Seccién 4.

B. Modelo estacionario de mezcla de escalas (formulas
relevantes)

En la presente seccion, se presenta formulas relevantes con respecto al modelo estacionario
de mezcla de escalas desarrollado en la Seccién 4. Se proporcionan expresiones analiticas
explicitas para la dindamica de transicién del modelo y se desarrollan detalles adicionales con

respecto al esquema de truncamiento estocastico.

B.1. Dinamica de transicion

La dinamica de transicion del modelo estacionario de mezcla de escalas se caracteriza por
la distribucién dada en (4.8) que corresponde a una transicién de tipo mixto cuya funcién de

densidad /probabilidad permite la siguiente descomposicién

g AN) = > gra(AX)p(=|N), (B.1)

z=—1
donde A y X son dos variables latentes y z es otra variables latente que indica la regién donde

A toman valores después de considerar la particiéon inducida en su soporte al condicionarla a
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M. Los otros componentes involucrados en la mezcla son

_ A / A guO‘l)‘/) /
p(z = —1X) =1 - 5,(X), gl,szl()“)\)_T‘u(X)]l(A<>‘)a
p(z = 0[N) = [L = u(N)] Su(N),  gra=0(A[N) = dx(N),
n o / / n o gO(A) n.
Pz = 1) = uISUN), g1 (ON) = S0 > X); (B.2)
SN = expS— Y hor(N) (B.3)
{k:&r <N}
h()k A = ho S dS, B4
) = [ ) (B.4)
So(A) = exp{—/o ho(u)du}, (B.5)
y
guAIX) = p(M)ho(N)S,(N) LA < X) (B.6)
= pwho(N) expe = > phosr(N) ¢, (B.7)
{k:€p <N}

go(A) = ho(A)So(A). (B.8)

El indice k() incluido en (B.7) representa el indice de la particién asociada con p donde
A € Ep y o representa su nivel asociado, con hgr(A) dada. La funcién hg refiere a la
funcion hazard de la distribucion base G —es decir, la distribucion Weibull en este caso—, y

go a su densidad asociada.

B.2. Truncamiento estocastico via variables latentes

El esquema del truncamiento estocastico parece ser una forma adecuada para tratar las
sumas infinitas involucradas en la verosimilitud (4.10). El truncamiento realizado a través

de (5.2), donde la variable latente U, tiene soporte en el conjunto {0, 1,...}. De acuerdo con
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eso, la verosimilitud aumentada se vuelve

T 0
lik o {H N (w0, )\t)} . H W, (1 — ¢)%% L (u, > dt)edt)\ﬁdt_le—Atdt
t=1 {t=1}U{t:d¢#d¢—1}
ut—ag Oa,—
H Wa, (1= )"~ L(uy > dy) psr) O Ny '

{t:dtZdt_l,thfl}

H Wa, (1= )% L(uy > dy)(1 = pia,_y))

{t:dt =di—1,2t ZO}

ur—dy 0a,—1 _(/\edt _/\gdt
H Wdt(l - Qb) ]]'(ut > dt)luk()\t—l)edt)\t € ¢ il

{t:dtZdt_l,ZtZ].}

"exXp § — Z Z fihok(Ar)

{k1§k<)\t} {t:dtZdz_l,ZtZ—l}

“exp R — Z Z tihok(Ne—1) ¢ (B.9)

{k:6<hi—1} {t:di=ds—1,2¢€{0,1}}
que se define para (@, i1, A\, z,d,u), donde u = {u;}1_, representa la secuencia de variables
latentes de truncamiento, y k(A:) y hox(A:) estan dadas. Mas detalles acerca de este y otros
esquemas estocdsticos de truncamiento, incluyendo modelos de mezclas infinitas, se pueden
encontrar en ( ). En el siguiente apéndice, explicaremos el algoritmo
para el muestreo posterior desarrollado con base en (B.9) para el modelo estacionario de

mezcla de escalas.

C. Detalles adicionales del muestreo de la posterior

Se proporcionan detalles con respecto a las distribuciones condicionales completas y el
esquema de muestreo de posterior disenando en la Seccién 5.3, relacionado al modelo esta-

cionario de mezcla de escalas.

C.1. Distribuciones condicionales completas para u

La distribucion condicional completa para u sélo depende de d. Ademas, las u;’s son con-

dicionalmente independientes dados los d;’s. Por lo tanto, solamente necesitamos especificar

41



la distribucién genérica condicional completa para cada u; que, condicional a d;, sigue la

distribucién geométrica desplazada

m(wld) = ¢(1 — ¢)" =, (C.1)

con soporte en el conjunto {d;, d;+1, ...}, como es dado en (5.2). Se puede realizar el muestreo

con esta distribucién condicional completa al utilizar procedimientos estandar.

C.2. Distribucion condicional completa para d

La distribucion condicional completa para d se define por las distribuciones condicionales
completas individuales para cada d; que se deriven con (5.3). Pero, a diferencia de modelos
bayesianos de mezcla no paramétricos estandar, la estructura condicional independiente entre
las d;’s no prevalece en nuestro modelo. En lugar de eso, los indices latentes exhiben una
estructura de dependencia markoviana. Por lo tanto, la distribuciéon condicional completa
para cada d; dependerd de (Wy,,0a,, \i, \i—1, i1, uy) v el par de indices (d;_1,d;11). Por lo

tanto, d; se distribuiria por
m(dy|...) o< g(dy)(1 — @)~ " 1(dy < wy), (C.2)

para cada t, donde g(d;) es una funcién medible que representa el componente general de
la verosimilitud en la cual estd incluida d;. [Nétese que en modelos generales de mezcla la
funcién g¢(d;) se daria por Wy, f(A¢]04,), donde f(A:|f4,) seria el componente kernel de la
mezcla. Sin embargo, lo anterior no aplica en nuestro caso.|

Antes de continuar, nétese que al imponer condiciones para u;, el rango de posibles valores
que d; puede tomar se trunca al conjunto {1, ..., u;}. Por lo tanto, la distribucién condicional

completa para d; incluird calcular sumas finitas de la siguiente forma

Ut

S gld) (1 — ).

di=1
El factor g(d;) corresponde al producto de kernel de mezclas y el peso aleatorio asociado con

el d;-ésimo componente. Como se menciond antes, la contribucion de d;’s a la verosimilitud
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llevaria a las funciones g(d;) definidas como

;

Wigt(Aeg1|Ae; 05, 1) g1 (M| Ae—1; 05, 10)  § = dppr = dy = dy1,
. Wigi(Nes1|Ae; 05, 1), , J=dip =dy, dy # di,
gld, =gy = T T (C.3)
Wj91<)\t|)\t—1§ Qj,lt), ; dipr #F dyy, j=dy=dyiy,
L W; We()\tl‘gj)a ;o J=dy, diyy # dy # dy,
para j = 1,2,...,u;. Por lo tanto, definir un nuevo muestreo, d;, condicional a u,, incluira to-

mar muestras de la distribucién discreta con soporte en {1,...,u;} y peso de probabilidad
proporcionales a los factores g(d)(1 — ¢)~¢, para diferentes valores de d.
Dos excepciones obvias de la especificacién de g(d;) dada arriba estén en orden para el

tiempo t = 1 y T'. Para el tiempo inicial, t = 1, esta funcién tomaria la forma
gldy = j) = W; We(A|6;),

para j = 1,2,...,uy, como ocurre con modelos tradicionales de mezcla. Respecto al tiempo

t =T, resulta la funcion g

ngl()‘T|)‘T—1; ejnu)a ) j = dT = dT—17
Wj We<>\T‘9j)7 y  J= dTa dT 7é deb
para j = 1,2,...,upr. Notese que la distribucién anterior se especificaria en términos de

combinaciones diferentes que también podria generar el par (z, z;.1). Para el caso donde

dy = dy_1 o d; = dy1q, tal distribuciéon se darfa en términos de z; o 2,1, respectivamente.

C.3. Distribucion condicional completa para u

La distribucién condicional completa para i no tiene una forma analitica cerrada. Para
actualizar p se requiere la implementacion de muestreos trans-dimensionales. El muestreo que
adoptamos, actualiza la secuencia {(&, ur)} de acuerdo con las variables latentes actuales
{At} que corresponden a los casos {t : d; = d;_1}. Para cada iteracién, la forma de la

distribucién condicional completa para p se dara por

T ({(gk, ,uk)}zo:0|(>‘tv 2ty edﬂ dt t=1... 7T)) o< lik ({(fkaﬂk‘)}?:o; ()‘t> 2t 9dt’ dt t=1... 7T))
T ({ (S 1) Fioo) 7 (m| A7) (C.4)
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donde m = #{& < X'}, con \* = méx,{\;}. Con respecto a la especificacién de la inicial para
1 dada en la Seccion 5.2.1, después de condicionar por los datos, inducira la representacion

alternativa
m(m|A*) Vgne_”5’\*,

™ ({(&ks ) Yiolm) o< Be(polay, by) - {HBG (Nklau+kvcu)}a (C.5)

k=1

donde m es aleatoria. Por lo tanto, la parte de la verosimilitud (C.4) incluyendo pu serd

hk({(gka ,uk)};;nzo;()\ta Zt) 9dt7 dt ct=1... 7T)) X

x H Fk(ne) H (1= fr(r-n)

{t:dt:dt_l,zte{—l,l}} {t:dt:dt_l,z—t:O}

(C.6)
cexpg = Y > tho i (Ar)
{k1§k<)\t} {t!dz:dtfhzt:—l}
-exXp § — Z Z ,ukho,k(/\t—l) )
{k:€,<Xi—1} {t:di=di—1,2:.€{0,1}}
donde k(\:) v hox(A:) estdn dadas como antes, para k =1,2,. ...
El muestreo trans-dimensional a implementar sigue las ideas desarrolladas por
( ) que consiste en definir un muestreo Gibbs-Metropolis para un espacio de pardmetros de

dimensién infinita. Este esquema requiere extender el alcance a (C.6) al incluir otra variable
latente, v, que indica el componente de {(&, ux)}72, con cual se cambiarfa el muestreo.
Condicional al numero actual de componentes m involucrados en p y A. La distribucién para
v se dard por

m, con prob. 1 — ¢,

vlm = (C.7)
m+1, con prob. g,;,

donde 0 < g,; < 1 es un parametro de muestreo pre-definido.

Por lo tanto, el esquema de actualizacién para p consistird en mover el estado actual de
la cadena {(&, iux)}y a {&, pih Yo, con m’ definida sobre {m — 1,m,m + 1}. Este paso
estd restringido por el intervalo (0, A*] que varia entre las iteraciones. El procedimiento de

actualizacion incluye los siguientes pasos:
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i) Condicional a m, estados propuestos {(&,, ;) }i_, se derivan de | = m — 1,m,m + 1.

Este paso se describe a continuacion.
ii) Condicional a m, el parametro v se actualiza con (C.7).

iii) Condicional a v’, el indice m’ se actualiza al tomar una muestra de su distribucién
condicional completa que se define con el valor actualizado de v', es decir: a) v =m, y

b) v" = m + 1. Estas distribuciones se muestran a continuacion.

a) En el caso donde v = m, la distribucién condicional completa para m’ se vuelve

.
m—1

m —1, con prob. o g.;p ({(5127 i) tiso |- - )
P ({(&s 1)} im0 L& 113) Y50 )
m, con prob. o< (1 = qr)p ({(& 1) il - - )

p (& 1) 3150 H (&R 1) Yo ) -
(C.8)

b) El caso v = m + 1 da lugar a la siguiente distribucién para m/,

(

m, con prob. o< ¢,;p ({ (&, 14) ol - - -)
P (L& 1) Yio (& 112) Yig, m)
m+1, con prob. oc (1 —q;)p ({(&, 1)} --)

P ({(&r 1) Yoo [{ (s 112) i m) -
(C.9)

iv) Dado el valor actual de m’, se obtienen los estados propuestos {(&;, i1},)}7, v se man-

tienen como el estado actualizado de m/.

En la expresién anterior, p ({(5,;, W) ol - ) =p ({(f,;, ) ol (AL, 21, g dpit=1... ,T)),
paral=m —1,m,m+ 1.

Con respecto al paso (i) descrito antes, los tres movimientos propuestos se definen para
obtener nuevos estados {(&},, 1))}y para I = m — 1,m,m + 1: i) Actualizar un punto de
cambio actual; ii) incorporar un nuevo punto de cambio; y iii) borrar un punto de cambio.

Mas adelante se presentan detalles al respecto.
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C.3.1. Actualizar un punto de cambio actual.

Proponer {(&, 1;) } iy, dada m, consiste en escoger un indice £k’ aleatoriamente de un

conjunto {0,1,...,m}. Entonces, un nuevo nivel y se deriva de la distribucién

P =1 a1, ) = Ui | min{ o -1, pa b mas{ g1, i }), (C.10)

y el indice actual £, = & se mantiene. Los otros componentes se actualizan como &, = &

y W, = pg, para k # k'. Entonces, la secuencia actualizada {(&, i)}, se acepta con
probabilidad
! / m . ! / m
min {1’ p (A{(&; ’uk>}fn:0’ z,0)m ({(§k7ﬂk)}fn:0|m) } , (C.11)
P (AR (& i) Fio; 2, 0) ™ ({8 ) Fiolm)

donde p (A{(&k, 1) Yo, 2,0) v ™ ({ (&ks i) FrpIm) estédn dadas como en (C.6) y (C.5), res-

pectivamente.

C.3.2. Incorporar un nuevo punto de cambio.

Definir {(&, 1it) 374}, dada m, consiste en tomar la muestra para un nuevo punto de
cambio ¢ de la distribucién U(0, \*) y, dada &', un nuevo indice k(¢') = {k : ¢’ € Ey, k =
1,...,m} se define. Entonces, se propone un nuevo nivel p' asociado con & al tomar una

muestra de

p(1E, prcerys twen+1) = Ul | min{ 1, g b, max{ppr—1, par1}).  (C.12)

Se asume que k(¢') = . Entonces, la secuencia propuesta {(&}, 1)} serd & = & v pth, = g,

for k=0,..., 0 & =€ ¥y = w3y & = €y ¥ = ppmr para k=1 +2,...,m+ 1.

C.3.3. Eliminar un punto de cambio

Se propone {(&, 1h) Yo', dada m, lo que se realiza al definir un valor de fndice &’ uni-
formemente de un conjunto {1,...,m} y definir §, = &, para k =0,..., k' — 1,y & = &y,
para k = K/, .... Para actualizar los estados de los niveles aleatorios se requieren los siguien-
tes pasos: i) para k = 0,...,k" — 1, se define pu) = p, v i) para k = k',..., uf, = fig41 €S
definido. Recuérdese que \* variara con cada iteracion del muestreador de Gibbs, entonces,
 se deberfa actualizar en el intervalo (0, \*] solamente, manteniendo los demds componentes

de p, con \* sin cambio hasta la proxima iteracion.
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Si en el muestreo, el conjunto {t: d; = d;_1} es vacio (no es un caso comun), entonces no
tenemos informacion acerca p en esta iteracion. Entonces, en ausencia de evidencia estadistica
sobre p, la muestra mantendra los mismo estados como en la iteracién previa de la cadena.
Sin embargo, no esperamos observar muchos escenarios de este tipo, ya que la verosimilitud
debe ser impulsada por los datos, impulsada por el dinamica de proceso, por lo tanto, en

muy pocas ocasiones o ninguna, el conjunto {t : d; = d;_1} serd vacio.

C.4. Distribucién condicional completa para ()

Después de imponer condiciones para w, la funcién @) se caracteriza por la coleccion finita

. u* u* * 4 /. .
de variables latentes {W;}/_; y {0;}%_,, con v* = max{u; : t = 1,..., T}, para las cuales se
obtienen las distribuciones condicionales completas debido a la representacion stick-breaking

de Q). Se obtienen expresiones analiticas a través del muestreo de Gibbs por bloques (

, 2001).

C.4.1. Distribucién condicional completa para W;

Las W;’s actualizadas dependen de un conjunto de variables indicador latentes actuales
{d;} y, implicitamente, del conjunto {d3,...,d* } de valores distintos de {d;}. Entonces, al
seguir el esquema multinominal de actualizacién, la distribucién condicional completa para
{VV]};L:1 se dard en términos de la distribucién condicional completa asociada de variables

*

stick-breaking {V;}%_,, con el siguiente esquema de actualizacion

wi=Vv{ y wi=V/[[a-W),

1<j

donde

v/ e Be(1 — appp + M, lappp + Z M;),

i=1+1
paral=1,... ,u* y M; = #{d; : d;, = l}.
C.4.2. Distribucién condional completa para 0,

De manera similar, cuando se imponen condiciones para {u;}, solamente un conjunto

finito de pardmetros {0]-};?;1 se tiene que actualizar. La distribucién condicional completa
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para cada variable latente se da por

p(O;l--+) o< Ga(bjlagy, bg,) - We(A16;) - T wens))

tedyAd,_ | dy=j

[T  aN_r.6) (C.13)

tidy=d]_,d;=j

para j = 1,...,u*, con (d, A}, /') siendo los estados actuales de la cadena de Markov. Nétese
que los primeros componentes de la expresion anterior coinciden con el kernel de posterior del
modelo paramétrica Weibull-gamma para el parametro de forma 6,. Tal distribucién no tiene
una forma analitica cerrada, asi que se requiere otro método de muestreo para esa parte,
por ejemplo, muestreador de la rebanada. Con respecto a 6;’s para las cuales no hay d;’s
que coinciden en valor con el indice j, 0 actualizada se tiene que obtener de su distribucién

marginal Qo, es decir, de Ga(ag,, bg,) en nuestro caso.

C.5. Distribucién condicional completa para z

Con cada iteracién del muestreo de posterior, los estados actuales para {d;} definiran un
vector latente de variable de dimensién, z = (z; : dy = dy—1,t = 2,...,T), de acuerdo con
los casos donde d; = d;_;. Para todas estas variables latentes, la distribucion condicional

completa seria

71-(Zt|,ua Z_t, A? . ) X gl,zt()\t|)\t—1; edta /*L)p<zt|)\t—1; tha M)? (Cl4)

donde gy ., (M| ...) v p(2¢]...) estan dadas.
Por lo tanto, actualizar z; en cada tiempo t € {t : d; = d;_1} se realiza de acuerdo con
dos casos inducidos por el triplete (d;_1,d;, di1): 1) dioy = dy y dy = dy1, y 2) dyoqy = dy y

d; # dyy1. Dichos casos dardan lugar al siguiente esquema de muestreo:

1) Para el caso d;_1 = d; y dy = dy11, obtener z, depende de los estados actuales de 6,,.
En términos de las A’s involucradas, se deben considerar los tres casos siguientes: i)
Ar_1 < Mg, 1) Ay = Mg, v i) A > Aipq. Tales casos, combinados con los estados

actuales de z;11 v A\ llevan al siguiente esquema de muestreo:
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i) Elcaso A\;_; < A;y1 combinado con el valor actual de z;41 llega al siguiente esquema

de muestreo:

a) Si z;11 = 1, entonces, se toman la muestra aleatoriamente de z; del conjunto

{—1,0,1} de acuerdo con la distribucién

(2 22, Ay 0L,
que se describe a continuacion.
b) Si z,41 = 0, entonces, el inico valor admisible para z; es que sea igual a 1.
¢) De manera similar, si 2,41 = —1, entonces, la tnica opciéon admisible para z;
es siendo igual a 1.
ii) El caso A\;_; < A1 combinado con el valor actual de z;; da lugar al siguiente
esquema de muestreo:
a) Si z;41 = 1, entonces z; = —1.
b) Si z;41 = 0, entonces z; = 0.
c¢) Si z41 = —1, entonces z; = 1.
iii) Finalmente, el caso A, ; > A\;y; combinado con el valor actual de z;,; da lugar al

siguiente esquema de muestreo:

a) Si z;41 = 1, entonces z; = —1.
b) Si z;41 = 0, entonces z; = —1.

. : _ : ,
¢) De manera similar, si z;.; = —1, entonces se requiere tomar un muestra de z;

en el conjunto {—1,0,1} de acuerdo con la distribucién
(2|, 2, N),
que se da en adelante.

Con respecto a los casos donde se requiere obtener una muestra de z; del conjunto

{—=1,0,1}, la distribucién condicional completa 7(z¢|u, z, A) se definird tipicamente por

(2|1, 2, A) o g1z, (Ae Aem15 6, )p(2e| Ae1; 0, 1) (C.15)

La forma funcional de esta distribucién condicional completa serd sensitiva segin cada

caso. Los casos a explorar son: 1) Ay < A\j_1, i) Ay = A\_q, y 1il) Ay > A\p_g.
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i) El caso A\; < A\ da lugar a la siguiente distribucién condicional completa para

/
2ty

Z;|>\t,)\t71;97,u:

—1  con prob. 91,71()%\)\#1; 0, M)P(Zi = —1‘)\t—1, 0, M)

0  con prob. « p(z, = 0|\;_1,0, 1)

1 con prob. « p(z; = 1| A1, 6, p).
(C.16)

ii) El caso \; = \;_; da lugar a la distribucién condicional completa dada por,

Zzlf|)\t7 )\t—la 07 M, Y =

;

—1 con prob. x p(z; = —1|\_1,0, p)

0  con prob. o< N(y|0, \e—1)p(z) = 0| A\—1, 6, ) (C.17)

1 con prob. < p(z; = 1| N1, 0, 1).

\

iii) La distribucién condicional completa que corresponde al tercer caso, es decir,

A¢ > M\_1, resulta en

Z;‘)\ta)\tfbeu,u:

(

—1 con prob. «x p(z; = —1|\—1, 6, 1)

0  con prob. &< p(z; = 0|\;_1,0, )

\ 1 con prob. o< g1 1(Ae|M—1; 0, )p(2 = 1| \—1, 0, ).
(C.18)

Tales expresiones son validas parat = 2,...,T. Notese que en todas las expresiones, las

funciones p(z|\, 0, 1) v g1..(Ae|\—1; 11, 0) se especifican de acuerdo con las definiciones

utilizadas anteriormente.

2) Actualizar z; en el caso de

tener d,_; = d; y d; # d;,, se puede realizar al calcular las

probabilidades dadas anteriormente que dependen del parametro actual 6y, .

C.6. Distribucién condicional completa para A

La distribucién condicional completa para A se caracteriza por las distribuciones con-

dicionales completas individuales para ), cuya especificacién y esquema de actualizacion

sera sensitiva a cada caso de acuerdo con las distintas combinaciones inducidas por las varia-

bles de indice latentes actuales (d;_1,d;,dy1): 1) dy1 £ dy y II) dy_y = d}, parat =2,...,T.
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Las distribuciones condicionales completas y el esquema de muestreo de actualizacion, indu-

cidas por dichos casos se pueden dividir en:

I) Para los casos d;—1 # d;, la distribucién condicional completa para A; se dara por
P(Aelye; Oa,) o< N(y]0, Ar) We(Ae|04,)-

Actualizar \; se puede realizar utilizando muestreador de la rebanada.

IT) El caso d;_1 = d; sera sensitiva a la relacién adicional entre d; y d;41. Por lo tanto,

actualizar \; en este caso se puede realizar de acuerdo con:

ITa) El caso de tener d; # dy41, para el cual \; actualizada puede obtenerse de la distri-

bucién condicional
PAYt, 26, Mi—1; 04,) o< N(e|0, M) g2, (Nel Me—1; 64,

donde gy ., (At|A\i—1; 1, 04,) ya estd dada.
[Ib) El caso de tener d; = d;;; inducird la siguiente distribucién condicional completa

para A,

p(Myt, 2ty 21y M—1, Ai1; edt) X N(th|07 At)Ql,zt()\t‘)\t—IQ 1, edt)

‘91,2141 ()\t+1 \)\t; K, edt)p<zt+l P\ﬁ 2 9dt>7

con gl,zt()\t’)\t—l; 1 0a,) vy p(Zeg1|Ae; 1, 0a,) también dadas.

En los casos anteriores, actualizar \; requerira pasos de muestreador de la rebanada.

C.6.1. Detalles adicionales acerca de la distribucién condicional completa para

At

Debido a la manera en que se define cada z; en el modelo, y que en cada t la variable
latente previa \;_; divide el soporte de \;, y de manera similar \; divide el soporte de A1,
las distribuciones condicionales completas derivadas anteriormente son realmente sensitivas
segin cada caso. Los casos a explorar dependen de (N,_y, 2}, 2441, Ait1, Yt), especificamente
de las combinaciones distintas de acuerdo a la relacién entre el par \;_; y A1, es decir: i)

A1 < Ag1, 11) Ay = Mg, v iil) Ay > Aq. Asociado con cada uno de los casos anteriores,
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también se deberian explorar las combinaciones derivadas entre los valores que pueden tomar
/
2t Y Rt41-
También, las distribuciones condicionales completas dependeran del periodo de tiempo
en el cual se encuentra el muestreo. Consideremos la distribucién condicional completa para

los periodos t = 2,...,T — 1.

i) El caso A\;_; < A1 requerird explorar cinco sub-casos distintos en términos de z’s: a)

Zg:_lthH:l,b)Zz’ezoyztﬂ:lac)Z£:1y2t+1=1;d)ZézlthH:O,y

e) z; =1y 21 = —1, para los cuales es posible derivar las distribuciones condicionales
completas:
a) El sub-caso z; = —1y 247 = 1 dard lugar a la distribucién condicional completa

para A, dada por

Gu(MN D) ey Su(A)
So(Ap)

PN --) o N(y:]0, A7) L(A; € (0, 44))-

b) La combinacién z; = 0y 241 = 1 dard lugar a la distribucién condicional completa

degenerada, dada por,
P(A - -) o< Ox i (M)

¢) La combinacién z; = 1y 2,1 = 1 induce la siguiente distribucién condicional

completa,

(AD k) Su(Ap)
So(A})

g
PN ..) o N(y:|0, X)) = 10N, € (A1, Aga))-

d) La combinacién z; = 1y 241 = 0 dard lugar a la distribucién condicional completa
degenerada, dada por,
PN ) o 0, ().
e) El ultimo sub-caso corresponde a la combinacién z;, = 1y z,; = —1, la cual

inducira la siguiente distribucién condicional completa
PN - -) o< N(we|0, A)go(A) LA, € (Apsr, 00)).-

ii) El segundo caso para las A’s, es decir, cuando \,_; = Ai41, requiere la exploracién de
tres sub-casos de z’s, es decir: 1) z; = =1y 201 =1,b) 2, =0y 241 =0, yiii) z; =1y

241 = —1. Explorémoslos en detalle al asumir que A= A1 = Ay
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a) El sub-caso z; = —1y 2,11 = 1 induce la siguiente distribucién condicional para A},

glt()‘;‘)‘;fl)uk(/\g)su()‘g)
So(A)

P(ALl ) o N[0, A) L(A, € (0,4)).

b) La combinacién z; = 0y 2,41 = 0 inducird la siguiente distribucién degenerada
p(A]- ) o< 35 (A).

c¢) El ltimo sub-caso corresponde a (ii) es asociado con la combinacién z; = 1y

zi11 = —1, que inducira la siguiente distribuciéon condicional
p(AL] ) o< N(e]0, A)go (A) LA € (A, 00)).

iii) Como en el caso (i), la combinaciéon A;_; > A;;; tendrd asociada cinco sub-casos distintos
en términos de z’s. Es decir: a) z; = =1y 241 =1,b) 2, = =1y 241 =0, ¢) 2 = —1
vz =—1,d) 2, =0y z,1 = —1,ye) 2z, =1y z41 = —1, que inducen las siguientes

distribuciones condicionales completas:

a) Elsub-caso z; = —1y 241 = 1 dard lugar a una distribucién condicionales completas

para \; dada por
guo‘“}‘:&—l)ﬂk(/\;)su()‘;)

PN --) o N(y:]0, A7) LA € (0, Adr))-

So(A7)
b) La combinacién z; = —1y 2,41 = 0 dara lugar a una distribucién degenerada, dada
por

p()‘“ x ) X 5/\t+l(>\{f)’

c¢) La combinacién z; = —1y 2z;41 = —1 inducird la siguiente distribucion
P - -) o< N(we[0, A7) g, (M) LA, € (Aega, Ayy))-

d) La combinacién z; = 0y 2,41 = —1 dard lugar a otra distribucién degenerada

P -) o< O (M)
e) Elsub-caso final a explorar en (i) corresponde a una combinacién z; = 1y 2441 = —1,

que inducird la siguiente distribucion condicional
PN - -) o< N(we]0, A) go(Ay) T(A; € (N1, 00)).
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Entonces, para el periodo t = T la distribucién condicional completa de N se define en
términos de tres casos inducidos por 2. Es decir: a) 2z, = —1, b) 2, =0, y ¢) 2/, = 1. Las

distribuciones condicionales completas para estos casos se definen abajo.

a) Para el caso 2, = —1, la distribucién condicional completa para N\ serd,
p(Az]. ) o< N(yr|0, A7) gu(Ap|Ar_1) TN € (A € (0, A1)
b) El caso 2/ = 0 da lugar a la distribucién degenerada para N,
PAp[ ) o< b, (A7),

¢) Finamente, el caso 27, = 1 da lugar a la siguiente distribucién condicional completa para

/
T

p(Az|- ) o< N(yz[0, A7) go (A7) LAy € (M € (Agy, 00)).

En el periodo t = 1, la distribucién condicional completa para \| sera
PN - ) o N(1]0, A7) go (A7) L(A; € (0, 00)).

Notese que ninguna de las distribuciones condicionales completas no degeneradas tiene
una forma analitica cerrada de acuerdo con su soporte. Por lo tanto, generar muestras de ellas
deberia requerir esfuerzos adicionales. Entre alternativas distintas, aqui se adopta el método
de muestreo de la rebanada (“slice sampler”) para tomar muestras de estas distribuciones

(véase, , , para una introduccién general a los métodos de muestreo de la rebanada).
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