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Modell zur Maximierung des Endvermogens unter gleichzeitiger Sicherstellung intertemporirer

Vermogenserhaltung/Solvenz

Hellmut D. Scholtz

Das Modell zeigt eine Anlagestrategie, die das Endvermdgen maximiert und gleichzeitig die Gefahren des Vermdgensverlustes und eine daraus
folgende Insolvenz auf Grund intertemporarer worst-case-Szenarien in ihren Auswirkungen modellimmanent vermeidet. Da ein maximales
Endvermégen nur durch eine "proportionale Anlagestrategie" erzielbar ist, beschrénkt diese Strategie Anlagen in Risikoinvestments der Hohe nach
auf optimal berechnete Fraktionen vom jeweiligen Restvermdgen. Durch Einbezichung von Uberlebenswahrscheinlichkeiten und der Streuung der
Anlageergebnisse lassen sich mit dem ausfiihrlich abgeleiteten Ansatz intertemporére Schieflagen wesentlich einschranken.
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Modell zur Maximierung des Endvermégens

unter gleichzeitiger Sicherstellung inter-
temporarer Vermdgenserhaltung/Solvenz

von Hellmut D. Scholtz

I. Einfihrung

Die Problematik der Risiken des Vermogensverlustes bei in-
vestiertem Kapital beschiftigt die Wissenschaft schon seit
mehreren Jahrhunderten. Im Vordergrund der Erorterungen
steht dabei der Konflikt zwischen Maximierung des Ertrages
durch zusitzliche Vergiitungen fiir die Ubernahme von Risi-
ken und andererseits der dadurch moglicherweise gefahr-
dete Bestand des Vermogens.

Wihrend nach Bernoulli (1738) ein Totalverlust des gesam-
ten Vermogens nur vermieden werden kann, wenn ein Kapi-
talstock vorhanden ist, von dem nur Teilbetrdge in Risiko-
anlagen eingesetzt werden, stand in den letzten 60 Jahren
die Anlegerpraferenz beziiglich des erwarteten Ertrags/Risi-
ko-Verhiltnisses sowie der Liquiditidt im Vordergrund®. Die
Literatur ist sehr umfangreich. An dieser Stelle beschrianken
sich die Ausfithrungen aus Platzgriinden daher fiir diesen
Zeitraum nur auf einige im Rahmen der Abhandlung wesent-
liche Autoren, die die Thematik einerseits aus subjektivisti-
scher Sicht und andererseits unter einem objektivistischen
Blickwinkel betrachten.

Hinsichtlich der Einbeziehung subjektiver MaRstdbe in die
Minderung des Risikos bei Anlageentscheidungen sind ne-
ben dem Ansatz von Bernoulli und einigen Regeln von Basel
II hier stellvertretend das Portfoliomodell von Markowitz
(1959) zu nennen®. Ein Anleger handelt danach zwar rational
und nutzenmaximierend aber risikoscheu. Eine Optimierung
des Portfolios hiangt dabei im Gegensatz zu Bernoulli weder
von der Hohe des Vermogens des Investors noch seiner un-
mittelbaren Risikoeinstellung ab. Vielmehr spielen nach
Tobin (1958) nur die Risiko-Rendite-Kombinationen der ge-
handelten Titel eine Rolle®.

Ein Ruin, also ein totaler Vermogensverlust eines Anlegers,
ist nach Hakansson (1971 S. 876) bei dem Ansatz von Marko-
witz trotz der Einbeziehung des Risikos nicht ausgeschlos-
sen’. Mit Hilfe des Lower Partial Moment-Ansatzes (u.a.
Barth 2000) bzw. Value-at-risk-Konzepts (u.a. Artzner 1997),
wird versucht, ein solches Risiko zu begrenzen®. Die Arbei-
ten konzentrieren sich dabei im Gegensatz zu Markowitz vor-
nehmlich auf die Risikokomponente. Weitere Ansitze, wie
z.B. das Konzept des Expected Shortfall bzw. Conditional Va-
lue at Risk (Acerbi/Tasche 2001), des Expected Policyholder

1 Bernoulli, D., 1738: Exposition of a new theory on the management of
risk. Repr. Econometrica, 1954, S. 65-86.

2 Markowitz, H., 1959: Portfolio Selection.

3 Tobin, J., 1958: Liquidity preferences as behaviour towards risk. In: Re-
view of Economic Studies, 1, S. 65-86.

4 Hakansson, N., 1971: Multi-period mean-variance analysis, Toward a ge-
neral theory of portfolio choice. In: Journal of Finance, S. 857-884.
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Deficit (Barth 2000), sowie des Tail-VaR (Rockafellar/Uryasev
2002), engen wegen einiger Probleme des VaR-Konzepts das
Risiko eines worst-case-Scenarios weiter ein und erlauben
damit einem Anleger die Formulierung einer entsprechen-
den Nutzenfunktion und einer Priferenzstruktur (u.a.
Schneeweifs 1967), die das Erstellen einer Rangreihe von An-
lagekonzepten und von Optimierungsmodellen zuldsst®. Da
eine solche Priferenzstruktur wegen arbitrarer Vorgaben je-
doch subjektiven Charakter tragt, sind, wie bereits Schnee-
weifs (1967 S.175) ausfiihrte, einheitliche Anlageentscheidun-
gen, die die unterschiedlichen Praferenzstrukturen der Anle-
ger widerspiegeln, nur bedingt moglich. Funke/Johanning/
Rudolph (2006) zeigen, dass z.B. Investmentfonds den Anle-
gern daher unterschiedlich strukturierte Investments anbie-
ten sollten, die den hinsichtlich Verlustrisiko und normalem
Geschaftsrisiko unterschiedlichen Praferenzstrukturen ge-
recht werden’. Es besteht aber trotzdem die Schwierigkeit,
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ergebnisse bzw. die
Hohe des worst-case-Szenarios zu bestimmen sowie eventu-
elle personliche Vorteile durch bestimmte Anbieter in den
Praferenzfunktionen zu eliminieren. Damit stellt sich die Fra-

(921

VaR ist die fiir einem bestimmten Zeitraum definierte maximal mogliche

Verlusthohe zu einem bestimmten Konfidenzniveau. Vgl. u.a. Dinkelbach,

W./Kleine, A., 2003 S. 259: Vom Value at Risk zum conditional value at risk.

http://archiv.jura.uni-sb.de/projekte/Bibliothek2/text.php?id=67&show.

Dld: 26.10.2008; Acerbi, C./Tasche, D., 2001 S.4: Expected Shortfall: a na-

tural coherent alternative to Value at Risk, http://citeseerx.ist.psu.edu/

viewdoc/summary?doi=10.1.1.28.4311.D1d.:26.10.2008. Das Konzept hat
sich mittlerweile trotz der Probleme wegen der Einfachheit etabliert, vgl.
u.a.Yamai, Y/ Yoshiba, T., 2002 S. 58: On the validity of value-at-risk: Com-
parative analyses with expected shortfall. In: Monetary and Economic Stu-
dies, January, S. 57 — 86. Der LPM-Ansatz nullter Ordnung geht von der

Ruinwahrscheinlichkeit aus und ist vom Ergebnis her dem VaR vergleich-

bar, vgl. u.a. Dinkelbach/Kleine, 2003 S. 269; Schmeiser, H., 2005 S. 4 (5):

Interne Risikosteuerungsmodelle unter Solvency II. Working papers on risk

management and insurance No. 5.

6  Schneeweil}, H., 1967 S. 17 ff. 35 ff. 113 ff : Entscheidungskriterien bei Ri-
siko. Um die Schwierigkeiten des VaR-Konzepts hinsichtlich Verteilungs-
annahme und fat tail-Problematik, der Ereignisse auBerhalb des durch
das VaR bestimmten Vertrauenbereichs (worst case) sowie der mangeln-
den Subadditivitat zu mindern vgl. Konzept des Expected Shortfall bzw.
Conditional VaR bzw. LPM-Ansatz 1. Ordnung, auch Expected Policyhol-
der Deficit: u.a. Rockafellar, R. T./ Uryasev, S.,1999 S.2: Optimization of
Conditional Value-at-Risk. http://www.mat.uc.pt/~Inv/of/rockafeller-urya-
sev.pdf. D1d.:26.10.2008; Barth, M. M, 2000: A comparision of risk-based
capital standards under the expected policyholder deficit and the probabi-
lity of ruin approaches. In : Journal of risk and insurance, 67, S.397-414;
Schmeiser, 2005 S. 4 (5)). Zur Varianz-Kovarianz-Methode vgl. u.a.: Ya-
mei/Yoshiba, 2002 S. 61. Beziiglich Simulationsmodellen (Historische Si-
mulation, Monte Carlo-Verfahren) vgl..u.a.: Studer, G./Steiger,G., 2001 S.
77,79, 103: Strategische Optimierung des Kreditportfolios. In: Die Bank,
3, S. 214 - 218; Volker, K., 2001, S. 103: Value-at-Risk-Modelle in Banken
- Quantifizierung des Risikopotentials im Portfoliokontext und Anwen-
dung zur Risiko- und Geschiftssteuerung ; Schulte, M./ Horsch, A., 2002
S. 222 (223): Wertorientierte Banksteuerung-Risikomanagement.

7  Funke, Ch./Johanning, L/ Rudolph, B., 2006: Verlust- und Risikopraferen-

zen institutioneller Anleger. In: Edition Risikomanagement 1.1., Sonder-

druck der Union Investment.
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Ausland, u.a. als Vorsitzender einer Expertengruppe ,Langfristige Fi-
nanzierung der Gesetzlichen Rentenversicherung”, tatig hat sich in den
letzten Jahren neben Fragen der gesetzlichen Alterssicherung in seinen
zahlreichen Veroffentlichungen schwerpunktmaBig mit der Konzeption
optimaler Investmentstrategien befasst.

ge nach vornehmlich objektivistischen Ansitzen, die den Er-
halt des Vermdgens ohne erforderliche Gruppenentschei-
dungen iiber verbindliche Priferenzstrukturen sicherstel-
len®.

Mit solchen objektivistischen Ansatzen, haben sich u.a. Kelly
(1956), Dubins/Savage (1976), Breimann (1960), Feller
(1968), Hakanson (1971), Thorp (1971, 1997), Scholtz (1990,
2005) und andere, z.T. beispielhaft ausgehend von zu opti-
mierenden Spielstrategien, befasst®. Die Abgrenzungen zu
den eher subjektivistisch orientierten Abhandlungen ist nicht
immer eindeutig.

Fiir die Maximierung des Endvermogens durch Wahl optimal
je Fall zu investierender Fraktionen vom jeweiligen Restkapi-
tal leitet Kelly (1956) die Hohe eines optimalen Anlage-
betrags ab. Feller (1968 1. S.342 ff.) zeigt unter diesem Blick-
winkel erganzend, auf welche Weise die Ruinwahrscheinlich-
keit bei einem Random Walk besonders einfach berechnet
werden kann. Und Scholtz (1990; 2005 S. 87-95 u. S. 102 ff.)
leitet aus diesen beiden Ansitzen, unter Beriicksichtigung
der Ausfithrungen von Dubins/Savage (1976 S. 192 ff.) iiber
proportionale Strategien, einen neuen Algorithmus ab. Mit
diesem Algorithmus ist der Erwartungswert des Endver-
mogens unter Ausschluss von intertemporaren Ruintenden-
zen in kiirzester Zeit maximierbar. Als Ruintendenz wird hier
der Sachverhalt verstanden, dass von einem beliebigen Ver-
mogensstand Xy aus die Anzahl der zukiinftigen moglichen
Pfade einer Vermogensentwicklung mit mindestens einem
Xm < X fiir m = k+1. . .n groRer ist als fiinfzig Prozent aller
auf k folgenden maoglichen Pfade bzw. wenn die marginale
Ruinwahrscheinlichkeit L’ gréfer als die marginale Uber-
lebenswahrscheinlichkeit U’ ist®,

Das Scholtz-Modell maximiert im Gegensatz zu den Arbeiten
der oben erwidhnten Autoren modellimmanent gleichzeitig
auch den Erwartungswert des Endvermodgens und ist hin-

8  Auch die MaBzahl RORAC (Return On Risk Adjusted Capital) beinhaltet
iiber VaR subjektive Vorgaben.

9 Breiman, L., 1960: Optimal gambling systems for favorable games. Pro-
ceedings of the fourth Berkeley Symposium on mathematical statistics
and probability, University of California Press, Berkeley, CA, 1, S. 65-78;
Feller, W., 1968: An introduction to probability theory and its applicati-
ons. Vol. I, 3 rd ed.; Hakansson, N., 1971: Multi-period mean-variance
analysis, Toward a general theory of portfolio choice. In: Journal of Finan-
ce, S. 857-984; Thorp, E. 0., 1997: The Kelly criterion in Blackjack, sports
betting, and the stockmarket. The 10th international conference on gamb-
ling and risk taking; Thorp, E. 0., 1971: Portfolio choice and the Kelly cri-
terion. In: Bicksler and Samuelson, Hrsg.1974: Investment portfolio deci-
sion making, S. 253-270; Scholtz, Hellmut. D., 1990: Maximierung des
Endvermégens bei Ausschluss des Ruins. In: Zeitschrift fiir Betriebswirt-
schaft, S. 685 - 704; Scholtz, Hellmut. D., 2005: Langfristiger Vermdgens-
aufbau mit risikoneutralen Hedge-Fonds-Strategien. Optimales Wert-
papiermanagement fiir die Altersvorsorge. Asgard., St. Augustin.

10 Vgl. Scholtz 2005 a.a. O. S. 83 Fn 81.

FINANZ BETRIEB 9/2009
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el Investments mit geringeren

Gewinnwahrscheinlichkeiten
oder hoheren Einsatzbetragen als
den optimalen ist die marginale
Ruinwahrscheinlichkeit groer als
die marginale Uberlebenswahr-
scheinlichkeit.

sichtlich der Einbeziehung des Risikos frei von arbitraren
Vorgaben. Es unterscheidet sich damit wesentlich von den
Ansidtzen der letzten 60 Jahre. Scholtz weist zwar darauf hin,
dass die eine kritische Grenze iiberschreitenden moglichen
Verluste eine Streuung aufweisen. Er zeigt aber nur bedingt
auf, wie diese im Rahmen seines Ansatzes modellimmanent
einzubeziehen sind™.

Ein Problem besteht neben der Wahl des einzubeziehenden
Zeitraumes in der Ermittlung reprasentativer Datengrund-
lagen und der Gewichtung der Vergangenheitsdaten als
Grundlagen zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Ertrdge. Breimann (1960) kommt zwar zu dem Er-
gebnis, dass eine Strategie flir die Maximierung des Endver-
mogens optimal ist, die die jeweils aktuellen Verhaltnisse be-
ricksichtigt. Eigene Berechnungen des Autors zeigen in
Ubereinstimmung mit anderen Verfassern jedoch, dass Kor-
relationen, Volatilititen, Betafaktoren etc. eine erhebliche
Varianz im Zeitablauf aufweisen und die Gewichtung der
Zeitkomponenten problematisch ist?. Aus diesem Grunde
sind daher auch mogliche Schwankungen der Parameter bei
der Konfiguration von Anlageportfolios und damit dem Ein-
fluss auf die Vermdgensentwicklung in ein objektivistisches
Modell einzubeziehen.

Die folgende Abhandlung soll nun aufbauend auf den er-
wiahnten objektivistischen Arbeiten das Scholtz-Modell
(2005) speziell unter Beriicksichtigung intertemporérer Be-
schrankungen und der Streuung der moglichen Verluste er-
weitern. Wahrend die subjektivistischen Ansitze des VaR
und CVaR das erforderliche Risikokapital bis zu einem unbe-
stimmten ,,floor” oder ,Sicherheitsbestand“ des Vermdgens
bestimmen, ermdglicht das folgende Modell ein im Zeit-
ablauf mit maximaler Zuwachsrate ansteigenden ,floor®, bei
dem die marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit von Anlage-
entscheidungen regelmidfig bedeutend grofer ist als die
marginale Ruinwahrscheinlichkeit. Bei Anwendung des Mo-
dells ist der Vermogenserhalt und die Maximierung des Er-
wartungswertes des Endvermogens daher modellimmanent
fast sicher.

11 Vgl. Scholtz 2005 a.a. O. S. 91 Fn 93 sowie S. 99.

12 Chatfield, Ch., 1982 S. 89ff.: Analyse von Zeitreihen. Eine Einfiihrung.
Ubers. von. H.Grimm fiihrt im Zusammenhang mit der Eignung verschie-
dener Prognoseverfahren zu dem adaptiven Modell von Makridakis, 1977,
und Brown , 1963, zur exponentiellen Gldttung aus, dass adaptive Model-
le, die die aktuellen Verhiltnisse stirker gewichten, eine vergleichsweise
geringe Eignung aufweisen; Elton, E. J/ Gruber, M., 1995: Modern portfo-
lio theory and investment analysis. 5th ed. S. 141, 146, 168 ff. zeigen im-
plizit die mangelnde Eignung historischer Daten hinsichtlich der Korrela-
tion zwischen verschiedenen Wertpapieren und weisen auf mogliche Ver-
besserungen der Parameter hin. Diese Problematik der Reprisentanz
zeigt sich ebenfalls bei den neueren Ansitzen zur Verbesserung des VaR-
Konzeptes und des CVaR.
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Insoweit ist dieser Ansatz den oben erwahnten Ansdtzen des
VaR, Expected Shortfall, Expected Policy Holder Deficit etc.
deutlich iiberlegen. Besonderes Augenmerk des folgenden
Ansatzes gilt neben der Maximierung des Endvermogens
demnach der Hohe optimaler Anlagebetrage in Risikoinvest-
ments bzw. der Hilfestellung bei der Frage nach dem Um-
fang hochstens einzugehender Risiken. Aus den Ergebnissen
lassen sich somit auch gegeniiber dem derzeitigen Stand ge-
eignetere Kennzahlen zur Vermeidung von Insolvenzen ab-
leiten.

Il. Aufbau der Abhandlung

Es wird davon ausgegangen, dass Anleger den Erwartungs-
wert des Endvermdgens durch optimale Hohen einer Abfolge
einzelner Anlagebetrage maximieren und erhebliche inter-
temporare Verluste durch zwischenzeitliche worst-case-Sze-
narien meiden wollen. In der Abhandlung wird hierfiir appro-
ximativ angenommen, dass sich die Abfolge der Vermogens-
stande Xy fir k=1. . .n wie ein Zufallsweg entwickelt. Die Pa-
rameter ,,Gewinn“ und positive Vermogensveranderung so-
wie , Verlust“ und negative Vermégensveranderung werden
dabei synonym verwandt. Es wird unterstellt, dass die Vertei-
lung der Anlageergebnisse zu Vermogensverianderungen
fiihrt, die die Grundlage fiir die Schitzung der positiven und
negativen Veranderungen jedes k. Vermogenszustandes der
Zukunft darstellt. Die Abhandlung gliedert sich aus Anschau-
lichkeitsgriinden wie folgt:

Zuerst wird der Zusammenhang zwischen Maximierung des
Ertrages je Geschéftsvorfall und dem Erwartungswert des
Endvermogens als Einfiihrung in das Optimierungsmodell
nach Kelly (1956) dargestellt. Darauf aufbauend wird gezeigt,
wie sich in das Modell eine einfache Losung fiir hochstens
zuldssige Anlagebetrige in Risikoanlagen durch Beriicksich-
tigung der marginalen Ruinwahrscheinlichkeit implementie-
ren lasst. Ein hierfiir abgeleitetes Theorem zeigt, dass worst-
case-Szenarien begrenzter Zeitfenster durch einen solchen
Ansatz, der allein den Erwartungswert des Endvermdgens
maximiert, nicht erfasst sind. Anschliefend wird in Erweite-
rung des oben fiir den Kelly-Ansatz angenommenen Zufalls-
weges unter Berilicksichtigung der Streuung der Anlage-
ergebnisse geklart, wie unterschiedliche Relationen von er-
warteten Gewinnen und Verlusten zu beriicksichtigen sind.
In dem generellen Ansatz des Modells wird dann unter An-
nahme eines lognormal verteilten Zufallsprozesses zusam-
menfassend gezeigt, wie ein Ruin oder eine Insolvenz eines
Anlegers trotz der Ubernahme von Risiken modellimmanent
vermieden werden konnen. Ein einfaches praktisches Bei-
spiel veranschaulicht den Ansatz und schlielt die Abhand-
lung ab.

Ill. Maximierung des Endvermégens durch ei-
ne proportionale Anlagestrategie

1. Annahmen (ber den Prozess der Vermdgensent-
wicklung

Es sei wie oben erwiahnt aus Anschaulichkeitsgriinden an-
fdnglich angenommen, dass die Vermogensentwicklung ei-
nes Anlegers sich approximativ wie ein Prozess mit durch-
schnittlich gleichen Gewinnen und absoluten Verlusten als
Zufallsweg entwickle (Bernoulli-Prozess). Das Vermdgen be-
trage zu Beginn X,. Die Gewinnwahrscheinlichkeit betrage p
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> (0,5 und damit die Verlustwahrscheinlichkeit q < 0,5 mit p +
q = 1. Die je Einsatzbetrag By erzielbaren Ergebnisse seien
fiir die Gewinne Ry = 1 und fiir die Verluste Ry = -1, unten fiir
das Gewinn/Verlust-Verhéltnis mit m = +R/|-R| bezeichnet.

Die Entwicklung des Vermogens wird dann nach Thorp (1997
S. 3. bei Einsatzbetrdgen in Hohe von jeweils By wider-
gespiegelt durch:

(1) Xx = X1 + RyBi fiir den k. Fall, k=1, ... ,n

und fiir das Endvermogen nach n Fallen:

(2) Xp=Xo + 2 RyBy fiir k=1, ..., n,

so dass der Erwartungswert des Endvermogens

(3) E (X)) =X + X E (RgBy) =Xg + 2 (p—q) E (By) fiirk=1, ... ,n
betragt.

Ein Anleger erreicht einen maximalen Erwartungswert E(X;)
im Rahmen einer Anlagestrategie dann, wenn er fiirk=1, ... ,n
einen festen Prozentsatz f des jeweils vorhandenen Restver-
mogens Xy-1 einsetzt, also By = Xy firk=1, ... ,n. Bezeich-
net wird diese Strategie wegen der relativen Einsidtze vom je-
weiligen Restvermogen von Dubins/Savage (1976 S.192) als
»proportionale Strategie“. Diese Bezeichnung wird im Fol-
genden beibehalten. Bei ng Gewinnféllen und n, Verlustfallen
von insgesamt n = ng+n, Fallen betragt das Endvermogen
nach n Aktionen:

(4) Xy =Xo(1+HM (I-D™ fir 0 <f< 1.

Sind das Vermogen bzw. die Einsatzbetridge unbeschrankt
teilbar, dann kann bei zu grolen f im worst-case-Szenario
trotzdem ein Ruin eintreten. Dies ist aus Abb. 1 bei f > f)
deutlich zu erkennen. Denn der Erwartungswert des
Endvermogens fallt mit zunehmenden f > f; immer mehr ab
und erreicht bei groen f schlieflich ein Endvermogen von
0. Es sind aber auch bei optimierten Einsatzbetragen f; sehr
niedrige zwischenzeitliche Vermogensstinde Xy < 0,01 bei
einem Anfangsvermogen von X, = 1 denkbar®. Scholtz
(2005 S.108) zeigt daher auf, dass der Grund fiir solchen
eventuellen zwischenzeitlichen Vermogensverfall darin zu
suchen ist, dass der Ansatz eine latente Ruintendenz
aufweist. Denn die zulassige Gewinnwahrscheinlichkeit ist
zu niedrig und der optimierte Anlagebetrag ist zu hoch, um
eine von Ruintendenzen freie Entwicklung des Vermogens
zu gewahrleisten.

Abb. 1

13 umfangreiche eigene Simulationen bestéitigen diesen Sachverhalt.
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Im Folgenden sei der Ansatz von Kelly und Dubins/Savage
als Voraussetzung fiir die Einbeziehung der weitergehenden
Aspekte aus betriebswirtschaftlicher Sicht kurz erldutert.

2. Die Maximierung des Endvermégens in Abhangig-
keit von f

Setzt man das Anfangsvermogen Xy = 1 und teilt man n, ng
und ny jeweils durch n, so erhélt man fir ng+n, = n dann
ng/n+ny/n = n/n bzw. p+q =1 und fir die obige Gleichung des
Endvermogens X;, = Xo(1+H)" (1-H)™ dann:

(5) Xy = (1+HP(1-H .

Durch Logarithmierung der Funktion E(X}) sei g(f) = E(nX,)
=E {p x In(1+H+q x In(1-Hibzw. g(f) = p x In(1+H+q x In(1-).
Nach Differenziation von g(f) erhilt man g’(f) mit den Grenz-
erlosen d p x In(1+£)/0 f bzw. GE = p/(1+f) und den hier absolut
gesetzten Grenzkosten | d qx In(1-f)/ d f | bzw. GK = ¢/(1-) ™.

Wihrend unter komparativ statischer Betrachtung bei f > 0
die Grenzerlose GE mit zunehmendem f anfangs tiber den ab-
soluten Grenzkosten GK liegen, ndhern sich die beiden Kom-
ponenten mit weiter zunehmendem f immer mehr an. Bei GE
= GK, also wenn die Grenzerlose gleich den Grenzkosten
sind, ist das Optimum f; von f erreicht. Die Auflosung der
Gleichung GE = GK bzw. p/(1+f) = g/(1-f) nach f ergibt fir
den optimalen Teilbetrag f bei alternativ gleichen Gewinnen
oder Verlusten den Wert

(6) f; =p-q fiir m =+R/|-RI = 1.

Die erste Ableitung g’(f) der Funktion G,(f) = In(Xy/X)"™ = p
x In(1+H)+q x In(1-f) fir f = 1/n zur Maximierung der Wachs-
tumsrate ist identisch mit der oben angefiihrten Ableitung.
Sie ist eine stetig monoton fallende Funktion, die die Null-
linie des Koordinatensystems aus Vermogenszuwachs und f
im Punkt f; schneidet. In Abb. 2 liegt z.B. fir p = 0,8 und ei-
nem Einsatz von jeweils f1Xy1 firk=1, ... ,n das f; bei 0,6.
VergroRert man f iiber diese Fraktion f; vom Vermogen hi-
naus, dann sinkt der Erwartungswert E(X,) des Vermogens
weiter ab und erreicht schlieBlich in Abb. 1 bei f, den Wert 1,
der dem Anfangsvermogen entspricht. Bei weiterer Erho-
hung von f > fj liegt die Funktion im negativen Bereich. Das
heiB8t ein Ruin bzw. ein Totalverlust des Vermdgens tritt fast
sicher ein.

Das Ziel der Maximierung des Endvermdgens kann ein Anle-
ger aber nur erreichen, wenn er einen zwischenzeitlichen To-
talverlust des zu Spekulationszwecken verfiigbaren Ver-
mogens, den Ruin, systematisch vermeidet. Ist der Zeitraum
der Aktionen begrenzt, dann kann jedoch auch wie oben er-
wahnt zwischenzeitlich ein sehr niedriger Vermogensstand
eintreten und das erwartete Ziel eines maximalen Endver-
mogens wird nicht erreicht. Der Losung dieses Problems
widmet sich nun der folgende Abschnitt.

3. Die Einbeziehung der Ruinwahrscheinlichkeit in
das Modell

Dubins/Savage (1976 S.193) und andere weisen darauf hin,
dass ein Ruin nur vermieden werden kann, wenn die
Einsatzbetrage moglichst niedrig gewahlt werden. Letztlich
sind diese Losungen aber zu relativieren. Denn sie gehen
davon aus, dass jede Aktion mit Gewinnwahrscheinlichkeit

14 Fiir die folgenden Betrachtungen, auch der weiteren Abschnitte, wird fiir
die Ableitung von E(X,) jeweils von der logarithmierten Funktion g’(f) von
g() ausgegangen.
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Abb. 2

p > 0,5 durch eine erhebliche Verminderung des Anlage-
betrages den Ruin fast verhindern kann. Scholtz (1990 und
2005) zeigt auf der Grundlage eines abgewandelten
Ansatzes von Feller (1968) Mdoglichkeiten auf, die Ruinwahr-
scheinlichkeit unmittelbar in das oben erorterte Maximie-
rungsmodell einzubeziehen, so dass die Wahrscheinlichkeit
des Ruins modellimmanent fast ausgeschlossen ist. Hierzu
ist es jedoch erforderlich eine kritische Mindestgewinnwahr-
scheinlichkeit p.; zu berechnen, die je nach Gewinnwahr-
scheinlichkeit sehr deutlich iiber p = 0,5 liegen kann. Nur
bei p > p.; ist danach eine Anlage zuladssig. Ferguson (1962)
kommt zu vergleichbaren Ergebnissen mit GroSenordnun-
gen von etwa p > %3 bei einem Bernoulliprozess®. Scholtz
(2005 S.104-105) geht davon aus, dass die marginale
Uberlebenswahrscheinlichkeit U’(p) einer marginalen Ver-
anderung des FEinsatzes f von f = 0 aus groBer oder
hochstens gleich der marginalen Veranderung der Ruin-
wahrscheinlichkeit L’ = ¢/p mit U'+L’ = 1 sein muss. Nur
mit U'(p) = 0,5 ist ein bestimmter Anteil in f eliminiert, der
ruinose Tendenzen der Vermogensentwicklung bewirkt.

Oben ergibt sich das Optimum von f an der Stelle, an der die
Grenzkosten gleich den Grenzerlosen sind. Bei der Einbezie-
hung der marginalen Ruinwahrscheinlichkeit L’ = g/p fiir eine
sehr kleine Einheit f zeigt sich aber, dass an dieser Stelle von
f fiir alle p < %4 die marginale Ruinwahrscheinlichkeit L’>0,5
und die marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit U’ = 1-L’
dann kleiner als 0,5 ist. Um also fiir die schrittweise Erho-
hung von f von f = 0 aus fiir den marginalen Betrag AU/Af
eine Gleichheit von U’ =L’ zu erreichen, muss entweder das
Gewinn-Verlust-Verhaltnis 3 zu /53 oder fir Ry = + 1 die Ge-
winnwahrscheinlichkeit p = %3 und die Verlustwahrschein-
lichkeit q= V5 sein. Aus der Abb. 3 ist diese kritische Gewinn-
wahrscheinlichkeit pe;, bei der U’ = L ist, anschaulich zu er-
kennen. Sie findet sich in der Abb. 3 an der Stelle, an der das
Lot vom Schnittpunkt zwischen der Funktion U’(p) und U’ =
L’ = 0,5 auf der p-Achse endet. Die kritische Verlustwahr-
scheinlichkeit g, ist dann 1 — p¢; S0 dass per + qer = 1.

15 Ferguson, T. S., 1965: Betting systems which minimize the probability of
ruin. In: Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics,
13, S. 795-818.
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Abb. 3

Das Verhaltnis z i.H.v. 2/3 zu V3 bedeutet, dass die Grenzerlo-
se zur systematischen Meidung von Ruintendenzen am
Schnittpunk von U’(p) = 0,5 mindestens doppelt so hoch sein
miissen wie die absoluten Grenzkosten, also GE = zGK fiir z =
Per/der = 2. In Féllen, in denen die Gewinne zu den absoluten
Verlusten je Aktion an dem Schnittpunkt ein Verhaltnis von
m =+R/I-R| > 1 aufweisen, wiirden die erforderlichen Gewin-
ne nach Scholtz (2005 S.105) das z-fache mit z = m X per/qer
betragen miissen, damit U’ = L’ ist. Scholtz begriindet diesen
Sachverhalt mit den Eigenschaften der Ruinfunktion L(f).

Hieraus ist die latente Ruintendenz des Kelly-Ansatzes deut-
lich erkennbar. Denn bei diesem findet sich das Optimum bei
z =1, also wenn — ohne Beachtung der Ruinwahrscheinlich-
keit — die Grenzerlose GE gleich den Grenzkosten GK sind.
Die Grenzerlose miissen jedoch bei dem unterstellten Pro-
zess mindestens das z = 2-fache betragen, wenn die Uber-
lebenswahrscheinlichkeit U’ mindestens gleich groB wie die
Ruinwahrscheinlichkeit L’ sein soll. Durch die Verminderung
des nach Kelly berechneten f; ist bei einer das Uberleben be-
riicksichtigenden optimalen Strategie daher ein geringerer
relativer Betrag fs des jeweiligen Restvermogens einzuset-
zen. Die Anzahl der mdglichen Einsitze im worst-case-Szena-
rio ist dann ng = 1/fy statt 1/f; mit 1/fo>1/f; in N.

Die Optimierung der Einsitze By = foXy4 fur k = 1,...,n unter
Einbeziehung von L’ = U’ fiihrt damit zu einer deutlich verrin-
gerten Gesamtruinwahrscheinlichkeit mit Ly = (g/p)"? < Ly =
(g/p)V™ bzw. groReren Uberlebenswahrscheinlichkeit Us >
U1.

Formal findet man das optimale fy durch Differenziation von
g(f) = p x In(1+h)+zq x In(1-f) oder einfach durch GE = zGK.
Nach Einsetzen der Parameter ergibt sich durch Auflésung
der Gleichung p(1+f) = zg/(1-f) nach f dann fs mit:

(7) fy = (3p-2)/(2-p) fir m = +R/I-RI =1, z=2 und p > per bzw.
p>2/3, U =L".

Der Unterschied zwischen der Hohe des jeweils zu
riskierenden Einsatzes nach Kelly mit f; und dem hier
abgeleiteten Einsatzbetrag mit f; zur Verminderung
ruinoser Tendenzen ist in der Abb. 4 z.B. fiir p = 0,8 und in
Tab. 1 fir verschiedene Gewinnwahrscheinlichkeiten p
anschaulich zu erkennen.

500

Abb. 4

So verschiebt sich durch Einbeziehung des Ruinparameters
eine Parallele zur Nulllinie in der Abbildung nach oben zu
GE-GK = 0,3 und damit die Hohe von f von f; nach links zu f,
hin. Der Einsatz vom Restkapital und damit das potentielle
Risiko sind damit wesentlich kleiner. Denn der mégliche Ver-
lust macht mit 0,33% nur etwa die Halfte des moglichen Ver-
lustes von 0,6% nach dem Kelly-Modell aus.

Allerdings gehen auch die zwischen f; und f; liegenden mog-
lichen Gewinne und Zuwichse des Erwartungswertes des
Endvermogens als Preis fiir die Meidung von Ruintendenzen
verloren.

0,70 0,076923077 0,40 5,200000000

0,72 0,125000000 044 3,520000000

0,74 0,174603175 0,48 2,749090909

0,78 0,278688525 0,56 2,009411765

0,80 0,333333333 0,60 1,800000000

0,90 0,636363636 0,80 1,257142857
1 1 1 1

Tab. 1: Vergleich der relativen Einsatze f, und f;

4. Eigenschaften des Modells

Das folgende Theorem fasst die mathematischen Schlussfol-
gerungen einer Maximierung des Endkapitals unter der Ne-
benbedingung U’ = L’ zusammen. Dabei werden die Ausfiih-
rungen von Thorp (1997 S. 4-5) zum Kelly-Ansatz und von
Breimann (1960) iiber optimale Strategien zugrunde gelegt.
Theorem

a) Das Endvermogen eines Anlegers bei Verfolgung der Stra-
tegie Alfy) ibersteigt, mit Ausnahme begrenzter Anzahl von
Handelsmoglichkeiten, jedes andere Endvermdogen einer an-
deren Strategie mit Einsatzbetrdgen f von M c R, M # {}, im
Intervall (0,fp). D.h., wenn g(f) > 0 dann ist lim,_,..X;, = e, flir
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jedes M c R, M # {}, mit der fast sicheren Wahrscheinlichkeit
Pllim inf,_,..X;, > M] = 1. Ist die Anzahl der Handelsmoglich-
keiten begrenzt, dann ist eine Strategie A(f) mit Einsdtzen
von f<f, optimal.

b) Ist £>f), dann ist der Ruin fast sicher, d.h.: wenn g(f) < 0
dann ist limy_,..X;, = 0, wobei fiir jedes ¢ > 0 P(im supp_..Xy
<eg)=1.

c) Ist f = fy, dann oszillieren die Vermogensstande fast sicher
zwischen 0 und o, d.h.: wenn g(f) = 0, dann ist fast sicher lim
SUPp_seo Xy = oo und lim infy, .. X, = 0.

d) Eine Strategie A* mit Maximierung E In X, mit der Neben-
bedingung U’ = L’ im Vergleich mit einer wesentlich anderen
Strategie A mit Einsdtzen mit U’ > 0,5 fiihrt fast sicher zu
einem hoheren Endvermdégen, d.h. limy_,.. X,(1")/ X,(1) = oo.
Als wesentlich andere Strategie wird hier eine Strategie A be-
zeichnet, deren Differenz E In X" - E In X,, mit anwachsen-
den n stirker zunimmt als die Standardabweichung von In
X, = In Xp, damit P(n X," = 1In X, > 0) — 1.

e) Eine Strategie mit Maximierung E In X,, erreicht im Ver-
gleich zu anderen Strategien ein gegebenes Ziel X, = C
asymptotisch in der kiirzesten Zeit.

f) Fiir jede Aktion i mit Wahrscheinlichkeit p; > p; maximiert
der Einsatz von f; = fy; E InX,, unter der Bedingung U’ = L’.
D.h., dass in Abhingigkeit der im Fall i giiltigen Parameter
Pi> Peri» i, mx; und g ein Einsatz i.H.v. fj = fy; zu einem maxi-
malen Endvermogen X, fuhrt, der die ggf. stindig sich an-
dernden Verhaltnisse beriicksichtigt. Dies gilt sowohl fiir be-
grenzte wie auch unbegrenzte Anzahlen von Handelsmog-
lichkeiten.

Die Punkte e) und f) sind hinsichtlich der realen Umsetzung
von besonderer Bedeutung. Sie besagen, dass im Vergleich
mit anderen Strategien mit U’>0,5 ein gegebenes Ziel in kiir-
zester Zeit erreicht wird und dass jeweilige Aktualisierungen
der Parameter zu einem Optimum fithren.

Das Theorem zeigt weiterhin, dass die Risiken beschrankter
Zeitraiume in dem Modell nicht hinreichend berticksichtigt
werden. So ist u.a. auch aus der Tab. 1 zu erkennen, dass
sich das nach Kelly einzusetzende Fragment f; und f; fiir U’ =
L’ mit zunehmender Gewinnwahrscheinlichkeit p anndhern
und bei p =1 dann fy = f; ist. Hierin liegt insbesondere bei ei-
ner Serie von Verlusten trotz geringer Eintrittswahrschein-
lichkeit ein besonderes Risiko, soweit man beschriankte Zeit-
fenster des gesamten Investmentprozesses betrachtet. Daher
ist es notwendig, das Optimierungsmodell um weitere Para-
meter zu erweitern. Zuerst sei in diesem Zusammenhang auf
die Problematik von worst-case-Szenarien im Zeitablauf ein-
gegangen.

5. Das Optimierungsmodell fiir den gesamten Ver-
mogensprozess im Zeitablauf

Die obengenannte Losung fiihrt zu einem maximalen Erwar-
tungswert des Endvermégens unter der Nebenbedingung U’
=L’ des eingesetzten Anlagebetrages. Tritt jedoch das worst-
case-Szenario mit der Abfolge mehrerer einschneidender
Verluste trotz a priori hoher Gewinnwahrscheinlichkeiten
mit hohen f auf, dann ist bei begrenzter Zeitdauer das Errei-
chen des maximalen Endvermdgens gefdhrdet. Scholtz
(2005) stellt daher in seinem Ansatz als Restriktion fir fy da-
rauf ab, dass auch die zukiinftige Zeitreihe der Vermogens-
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zuwidchse zu den Vermdgensschrumpfungen ein Verhiltnis
von z = %3 zu /3 aufweisen muss'. Hierbei ist vorausgesetzt,
dass die Schatzungen der Gewinnwahrscheinlichkeiten der
zukiinftigen Zeitreihe konsistent und erwartungstreu sind.
Weiterhin wird angenommen, dass die Ereignisse der Ver-
anderungen des Vermdogens von einander unabhdngig sind.
Aus diesem Grunde kann man die kritische Wahrscheinlich-
keit in das Modell unter der weiteren Annahme, dass system-
bedingt nur Anlagen mit Schiatzungen von p > p., realisiert
werden, derart einbeziehen, dass der Erwartungswert E (X{)
des Endvermdgens des totalen Vermogensprozesses als Res-
triktion von fy mindestens
(8) EXY) = E{(1+D)Per(1-H 9} = E{(1+H% (1-D} flir U' =L, z=pe/
qer=2
und g(f) = z x In(1+)+In(1-f) wird.
Die Giiltigkeit von Punkt d) des o.a. Theorems ist dabei un-
terstellt. Differenziert man g(f), dann erhilt man nach Auf-
losung nach f das gesuchte f3 mit:
9 f3="sfirm=+R/|-RI=1, U =L, Z=pe/qer = 2.
Beip =0,8ist f3 =fy. Das bedeutet, die optimal einzusetzende
Fraktion f° vom Restkapital ist unter Beriicksichtigung, dass
auch kleinere Fragmente als f zur Minderung des Risikos ei-
ner zwischenzeitlichen wesentlichen Vermogensminderung
zuldssig sind, dann:

(f fiir p,r<p<0,8,
(10) f* < (f3fiir 0,8 <p <1,

(1firp=1.
Aus der Tab. 1 ist der Effekt dieser Gleichung klar zu erse-
hen. Hierbei ist anzumerken, dass der Ansatz auf der Grund-
lage der Ruinwahrscheinlichkeiten fir f3 hier bedeutet, dass
fiir alle m = +R/I-RI mit m > 1 die Anzahl der Pfade der margi-
nalen Vermogensverdnderungen, die iiber dem Ausgangs-
vermogen Xy fiir k=1, . . . ,n verbleiben, groBer oder gleich
50% aller moglichen Pfade betragt.

Bevor die Anwendung dieser Gleichung in der taglichen Pra-
xis erortert wird, stellt sich die Frage nach der Einbeziehung
der Streuung der Verluste in den Optimierungsansatz.

6. Die Beriicksichtigung der Streuung der Ergebnisse

Die Ruinproblematik ist, wie es insbesondere aus den Arbei-
ten der letzten 60 Jahre hervorgeht, nicht allein auf der
Grundlage der Erwartungswerte der erwarteten Ergebnisse
zu losen. Im Folgenden wird hier ein Ansatz gezeigt, der fir
die Streuungsproblematik der moglichen Verluste mit den
oben erwahnten Ansatzen einerseits vergleichbar ist, sich
aber hinsichtlich der modellimmanenten Maximierung des
Erwartungswertes des Endvermogens wesentlich unter-
scheidet. Je nach Datenlage ist dabei der arbitrare Wert
von ko durch den VaR oder CvaR, dem Condidional Value at
Risk, odgl. zu bestimmen.

Es bietet sich unter diesen Voraussetzungen an, die negative
Differenz d®y = X-Xy-1 zwischen dem unteren Wert des Kon-
fidenzintervalls X, = exp(InXj.1 + & — 6%/2 — ko) einer Schit-
zung Oy von Xy mit @y = exp(InXy.1 + p — ¢%/2) fiir die Bestim-
mung des Risikos der Abweichungen vom Schitzwert @y des
zukiinftigen Vermogens zugrunde zu legen. Dabei ist X, der
untere Wert des Konfidenzintervalls von @y minus des k-fa-

16 Vgl. Scholtz 2005 a.a.0. S. 87 ff. sowie S.104, 109.
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chen der Standardabweichung zum Konfidenzniveau y. x
driickt hier den Grad der Sicherstellung des Vermogenser-
haltes bis zum Optimum von U’ =L aus. Nach Gleichung (1)
ist das k. Vermogen als Xy = Xy.1+RyBy fiir den k. Fall fiir k =
1, . .. n definiert. Setzt man nun By = f°X;; fir k = 1,...,n,
dann ist bei einem approximativ angenommenem lognormal
verteilten Prozess fiir Xy.; = 1 der Erwartungswert eines
eventuellen Verlustes d@ = exp(0 + u — 6%/2 — xo)—1. Der opti-
male Anlagebetrag ist dann f°Xy./|d@yl fir k =1, ... ,n und
dO®y < 0. Im Verlustfall geht durchschnittlich ein Betrag i.H.v.
kleiner als 1d®y| im Rahmen des vorgegebenen Vertrauens-
grades hochstens der Betrag |d@y| mit f°Xj.; zum Konfidenz-
niveau y verloren.

Ein Beispiel zu der Hohe eines optimalen Anlagebetrages
mag dies veranschaulichen. Es sei:

Der Erwartungswert des Ertrages p = 0,0541 und u — ¢%/2 =
0,0520 €,

die geschitzte Standardabweichung im Anlagezeitraum ¢ =
0,064578 €77,

das hier nur als Beispiel arbitrdr angenommene Vielfache
Kk=2,5,

das vorhandene Vermogen Xy.; =1 €,

die geschitzte Gewinnwahrscheinlichkeit p = 21/27,

das absolute Verhiltnis der durchschnittlichen Ergebnisse
von Gewinn/Verlust m = 3,1469.

Es folgen nach Gleichung (10) in Verbindung mit Gleichung
(7) fiir 2= 0,33178 und fiir d®y < 0:
(11 By =f* Xy1/1d Okl

=0,33178 x 1/lexp(0,0541-0,064578%/2

-2,5x0,064578)-11 = 3,2 €.

d@y ist kleiner als 0. Daraus folgt, es sind mit Kreditaufnah-
me oder Hebelprodukten das 3,2-fache des Vermdgens Xy.
anzulegen. Tritt ein Verlust i.H.v. lexp(u — ¢%2 - ko) — 1| =
10,4% auf, so gehen vom investierten Gesamtkapital i.H.v.
3,2 € dann ca. 10,4% verloren. Dies ist der zuldssige Betrag
von 10,4/100 mal 3,2 € = 33/100 € bzw. {* = 33% des Ver-
mogens Xi1. Im Durchschnitt treten jedoch nur durch-
schnittliche Verluste auf. Fiir d®y groRer null bestehen bei
der Ubernahme gehebelter Risiken keine Begrenzungen.
Wie oben bereits zu Abb. 4 erortert, ist eine Abweichung
vom Optimum mit Verminderungen beim Wachstum und Er-
wartungswert des Endvermogens verbunden. Diese Min-
derung ist die Pramie fiir die Vermeidung des Ruins auf-
grund der Streuung der Ergebnisse mit d@y < 0.

Aus Anschaulichkeitsgriinden blieb die in der Realitat tibli-
che Unterschiedlichkeit der absoluten Gewinn- und Verlust-
betrage bislang unberiicksichtigt. Im Folgenden soll sie in
das Modell einbezogen werden.

IV. Der optimale Einsatz unter Einbeziehung
des Gewinn/Verlust-Verhaltnisses

Im Folgenden sei die Ermittlung der kritischen Wahrschein-
lichkeit fiir einen Zufallsprozess mit dem durchschnittlichen
absoluten Gewinn/Verlustverhiltnis m verdeutlicht.

17 Der Parameter ¢ unterliegt ebenfalls einer Streuung. Vgl. Hull, J., 1989 S.
84, 89: Options, futures, and other derivative securities; Riiger, B., 1985
S. 192 ff: Induktive Statistik. Einfithrung fiir Wirtschafts- und Sozialwis-
senschaftler.
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Gegeben sei in Abb. 5 die erste Zeile einer Ubergangsmatrix
mit einem Anfangsvermogen von Xy =1 € und einem mogli-
chen Endvermogen von n € oder Ruin bei 0 €.

Abb. 5

Das Beispiel spiegelt aufbauend auf der ersten Zeile den
oben dargestellten theoretischen Ansatz und zwei der 23
moglichen Pfade einer weiteren Vermogensentwicklung fiir 3
Schritte und einen Ruinfall im ersten Schritt wider. Das An-
fangsvermogen X, sei wie angegeben 1 €. Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von q = 0,3 trete ein Verlust von -R =-1 € ein,
so dass das Vermogen dann X; = 0 € wire. Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p = 0,7 werde bei einem Gewinn/Verlust-
Verhiltnis von m = 2 ein Gewinn von +mR = +2 € erzielt. Das
Vermogen betrage in diesem Fall dann X; = 3 €. Nach dem
3. Schritt wire das Vermogen 4 € oder 7 €. Gefragt ist nun
die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Abfolge von weiteren
Schritten das Vermogen X, = 0 € erreicht wird, wenn alle
moglichen Fille hinzuaddiert werden, die beim ersten Schritt
mit p = 0,7 das Kapital X; = 3 € erreicht haben. Schrittfolgen
bzw. Pfade, die in die Zelle 0 € fallen, enden dort. Mit ande-
ren Worten kann man auch sagen, dass in allen Fallen, die
die Absorptionsgrenze des Vermogens von 0 € erreichen,
ein Ruin eintritt. Die Ruinwahrscheinlichkeit L ist, wie aus
der Abb. 5 zu ersehen, groler als die Verlustwahrscheinlich-
keit q. Denn auch jene Fille bzw. Pfade aus dem anfangs po-
sitiven Bereich konnen in der 0 €-Zelle enden.

Diese Darstellung dient als analoges Beispiel fiir alle Ver-
mogensstande Xy, wobei jedoch statt 1€ dann der jeweilige
Stand des Anfangsvermdgens einzusetzen ist. Der ,,Ruin® bei
Erreichen der Absorptionsgrenze 0 € ist dann nur virtuell fir
die Bestimmung der marginalen Ruinwahrscheinlichkeit von
U’ =L’ fiir 1€ unterhalb des Startvermdgens angenommen.
Mit Hilfe von Differenzengleichungen ldsst sich die gesuchte
kritische Wahrscheinlichkeit p., unter den dargestellten An-
nahmen fiir U’ = L’ berechnen. Nach Feller (1968 1. S. 344
und 496) liegt eine zuldssige Teillosung fiir die Berechnung
der Ruinwahrscheinlichkeit vor, wenn L = pL™+q. Dies gilt,
wenn L™+L™ 1 . 4L = ¢/p fiir alle m = 1,2, ... ,n-1 und hier
fir L < 1. m = +R/I-R| reprasentiert hier das Verhaltnis der
durchschnittlichen Gewinne zu den durchschnittlichen absolu-
ten Verlusten bzw. Vermogensminderungen.

Nun soll bei einem Verlust, also mit Ry = -1, die marginale
Ruinwahrscheinlichkeit L’ = U’ = 0,5 sein. Setzt man in L™ +
L1+ .+ L= q/p bzw. L = pL™! + q fiir die Variable L den
Wert 0,5 ein und setzt nach Auflosung nach p dann p¢; = p,
so erhdlt man nach Umformung die kritische Wahrschein-
lichkeit des Gewinns fiir beliebige positive ganzzahlige m mit
(12) per=1/(2-0,56M fiir U' =L, m=1,2, ... in N.

Aus der oben gezeigten Abb. 5 ldsst sich deutlich erkennen,
dass nur positive ganzzahlige Werte von m mit dem vorgege-
benen Ansatz berechnet werden konnen. Die derart berech-
nete kritische Wahrscheinlichkeit p., weist daher in Abhan-
gigkeit von m in einem Koordinatensystem einen treppenfor-
mig fallenden Verlauf auf. Da die positiven Vermogensinde-
rungen aber nicht nur ein ganzzahliges Verhiltnis zu den ab-
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soluten Vermogensminderungen aufweisen, geben aus die-
sem Grund nicht ganzzahlig berechnete Werte von m in R
nur eine Approximation wieder.

Ein weiterer Gesichtspunkt bei der Bestimmung von p; ist
die Art der Anlagestrategie. Aus langfristiger Sicht fihrt die
proportionale Strategie zu wachsenden Vermégen und damit
zu wachsenden absoluten Betragen bei Gewinnen und Ver-
lusten. Daraus folgt, dass fiir die Bestimmung von m zur Er-
mittlung der kritischen Gewinnwahrscheinlichkeit p., statt
des einfachen Verhaltnisses von Gewinnen und absoluten
Verlusten die Zuwachsrate uy der Gewinne ins Verhaltnis der
Schrumpfungsrate —u, der Verluste gesetzt werden muss, so
dass an Stelle fiir m dann zur Berechnung von p. =
1/(2-0,5™) mit

(13) my =—pug/ny

zu setzen ist. Hierbei berechnet sich das p, firk =1, ... n
Vermogensstinde Xy aus 2 In (Xu/Xy-1)/n, fiir alle Xy < Xyq
und fiir ug aus In(Xy/X4) — X In(X/Xy1))/ng.

Die Erklarungen fiir die Logarithmierung sind eindeutig.
Geht man bei einer proportionalen Anlagestrategie von
wachsenden Vermogensveranderungen aus, dann lassen
sich die Darstellung in Abb. 5 und die daraus folgenden
Schlussfolgerungen iiber die Endpunkte der jeweiligen
schrittweisen Veranderungen nicht aufrecht erhalten. Denn
wegen des Wachstums miisste die Darstellung immer wei-
tere Abstinde der Grenzen der einzelnen Zellen, die weiter
rechts liegen, ausweisen. Durch die erwdhnte Logarithmie-
rung bleiben die Abgrenzungen der einzelnen Zellen fiir my
in N jedoch &dquidistant und die der Ableitung von p¢ zu-
grunde liegenden Annahmen {iber die jeweiligen Endpunkte
der schrittweisen Verdnderungen und daraus folgende Ablei-
tungen konnen beibehalten werden.

Es stellt sich in diesem Zusammenhang die Frage, ob der An-
satz auf der Grundlage der Differenzengleichungen und ein
Rechenansatz nach Roberts (1976) bei Annahme einer nicht
ergodischen Markoff-Kette unter Verwendung der Uber-
gangsmatrix zu unterschiedlichen Ergebnissen fithren™. Ei-
gene Berechnungen fiir m = 1,2,3, ... ,10 lieferten identische
Ergebnisse.

Aufbauend auf der zuletzt abgeleiteten kritischen Wahr-
scheinlichkeit p; kann im Folgenden das generelle Optimie-
rungsmodell erortert werden.

V. Ableitung des generellen Modells

Bei Annahme, dass bei einem Gewinn mit Ry # 1 je
Einzelfall +R/I-R| ein m-faches Vielfaches der durchschnitt-
lichen absoluten Verluste mit Ry = 1 ist, also +R = m|-RI ,
dann andert sich der Erwartungswert des Endvermogens im
k. Gewinnfall bei Anwendung der proportionalen Strategie
auf Xy = Xg1(1+mf) fur k = 1, ... ,n. Der Erwartungswert des
Endvermdégens folgt daraus mit:
(14) E(Xy) = E{(1+mDHP(1-HY fiir 1>p > per,

mit m =+R/| = Rl, p¢; = 1/(2-0,5™).
Und die Beriicksichtigung von U’ = L’ fiir die Optimierung
von f fiir den Einzelfall ergibt unter Verwendung der oben
gezeigten Ableitungen fiir den Erwartungswert des Endver-
mogens E(Xy) :

18 Roberts, F. S., 1976: Discrete mathematical models.
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(15) E(Xy) = E{(1+mDHP(1-H)*?} fir 1 > p > per,
und g(f) =p x In(1 + mf) + zg x In(1 -9
mit m=+R/| =Rl , z=mpe/e-
Durch Differenziation von g(f) erhilt man die Grenzerlose GE

=mp/(1+mf) und die hier absolut gesetzten Grenzkosten zGK
=zqg/(1-f) und fiir U’ =L’ dann das optimale f mit:
(16) f5 = (mp-z@)/(mp+mzq) fur p,<p <1.
Hierfiir ist m = +R/|-R| , z= mpe/qer, U =L, per = 1/(2-0,5™),
My = —fg/ fhy-
Die Begriindung fiir z = mp¢/qc, leitet sich wie bereits er-
wahnt, aus dem im vorigen Kapitel behandelten Zusammen-
hang zwischen marginaler Ruinwahrscheinlichkeit und p.; in
Verbindung mit Abb. 3 ab. Fir Abb. 3 ist angenommen, dass
p =n¢/nund q=ny/n. Damit ist ersichtlich, dass bei kompara-
tiver Betrachtung mit zunehmendem p die Anzahl der Ge-
winne steigt und im Schnittpunkt von U’(p) = 0,5 die zusditzli-
chen durchschnittlichen Gewinne das mpf-fache der absolu-
ten durchschnittlichen Verluste i.H.v. gf ausmachen. Dieser
Schnittpunkt U’(p) = 0,5 bestimmt im Optimum jedoch den
Wert von p; und damit das z = mp.,/q.-fache fiir die Gleich-
heit von GE und zGK unter Beriicksichtigung der obigen Ab-
leitung von pe; aus L = pL™+qund U’ =L,
Fir den gesamten Zufallsprozess im Zeitablauf ergibt sich
mit z = p/qer analog zu der Gleichung (8) und der dort auf-
gefiihrten Begriindung fiir :
(17) EQXY) = E{(1+mH)*(1-DH} fiir U' = L mit pe, = 1/(2-0,5M%),

My ==L/ ty.

und g(f) =z x In(1 + mf) + In(1-0.
Nach Differenziation von g(f), Nullsetzen der linken Seite
und Auflosung nach f erhalt man:
(18) fs = per-qe/m, fir per<p < 1.
Hierfiir ist m =+R/I =Rl , U =L, fg < f5, per = 1/(2-0,5™), my
= —UUg/tty.
Der Parameter z enthalt hier den Multiplikator m = 1, da zur
Minderung des Risikos wie oben zu Gleichung (8) erldutert
fir p > per nur die Anzahl der Gewinne im Verhaltnis zur der
Anzahl der Verluste im Zeitablauf beriicksichtigt zu werden
braucht.
Zusammenfassend folgt die optimal einzusetzende Fraktion
f" einer Strategie zur Vermeidung ruingser Tendenzen mit:

(f5 fur Per <p, f5 < f(),
(19) f* < (fg firp < 1, f5 > 1,
(1firp=1

und der optimal einzusetzende hochste Anlagebetrag By’
dann mit:
(20) By" < "X 1/lexplu — 6%/2 — k6)-1| fiir pe; < p < 1.
Hierfiir ist ' <1, k=1,2, ... ,n, (exp (u - ¢%/2 - ka) - 1) < 0.
Die Fraktion f* stellt dabei gleichzeitig den hochstens zuldssi-
gen Verlust vom Eigenkapital je Anlagefall dar. Ein Blick auf
den Ansatz von Kelly oben unter IIl.2. veranschaulicht den
Zusammenhang.
Betragt die Gewinnwahrscheinlichkeit p = 1, dann konnen
beliebig hohe Betrige By" angelegt werden, ohne das Ver-
mogen zu gefihrden. Ist im praktischen k. Fall firk=1, ... ;n
ein Mix oder ein einzelnes Investment By > B}, dann enthilt

das Investment eine Ruinkomponente mit der Gefahr eines
Totalverlustes im worst-case-Szenario.
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Ein stark vereinfachtes Beispiel soll nun die bisherigen Aus-
fiihrungen und den Ansatz rein rechnerisch veranschauli-
chen.

VI. Beispiel

Es seien fiir k = 1, ... ,n folgende Verteilung von n Fallrendi-
ten r = (Xp/Xk-1-1 x 100 einer bestimmten Anlagestrategie im
Zeitablauf gegeben (in Prozent):

2,63; —1,10; 9,54; 2,27; 3,53; 6,80; 5,51; 8,07; 4,55; 1,24;
2,78; 6,40; -0,13; -1,49; 8,38; —4,55; -0,48; 20,80; 12,25;
5,69; 15,33; 3,57; -7,29; 20,18; 14,25; 4,11; 13,17.

Frage: Wie hoch soll der Eigenkapitalanteil zur Vermeidung
des Ruins sein und welcher Fremdmitteleinsatz ist bei
Risikoanlagen mit Leverageeffekt 1) zum Anfang der
Totalperiode aller Falle oder 2) welcher Hebel je einzelnem
Anlagezeitpunkt zulassig, wenn in Zukunft eine gleiche
Renditemischung der hier um Hebeleffekte bereinigten
Ergebnisse einer Investmentstrategie zu erwarten ist? Das
Eigenkapital Xy fiir k = 0 sei 1€. Aus r folgt daraus fiir k =
1,2 ... dann Xy = 1,0253 €; 1,014€ ... usw. soweit kein Hebel
verwandt wird.

Berechnung der Parameter fiir k = 1,...,n+1 auf Basis der Fall-
renditen r = (Xi/Xy.1-1) x 100:

(1) Summen In(Xi/Xx4), davon Y, In(+R) = 1,615629; >In(-R)
=-0,1544471,

(2) Zuwachsrate pg = 0,07693; ng = 21; Durchschnittsgewinn
g = explug)-1=0,07997,

(3) Schrumpfungsrate p, = -0,02574; n, = 6; Durchschnitts-
verlust v = exp(uy)-1 =-0,02541,

(4) Verhaltnis der Raten my = —ug /uy = 2,988781; Verh. Ge-
winn/Verlust m = -g/v = 3,146916,

(5) Gewinn-; Verlustwahrscheinlichkeit: 0,7777778 ;
0,2222222,

(6) kritische Wahrscheinlichkeit p., = 1/(2-0,5™) = 0,53361;
Jer = 0,46639,

(7) kritischer Wahrscheinlichkeitsquotient z = m X pe/qer =
3,60049,

(8) f5 =0,3317893(GL.16); f, = 0,385406 (G1.19); folgt GL. (19):
" = min(f5,fs) = 0,331789,

(9) Rendite p = 0,052 €; Sigma ¢ = 0,064578; zuldssiger Ver-
lust (exp(u — 6%/2 — ka)-1) =-0,104 €,

(10) optimales Investment (Gl. 20) By"-faches vom Kapital =
f'/1(exp(u — 0%/2 — ko)-1)| = 3,201€,

(11) Zulassige Fremdmittel = 3,201 € Optimalinvestment mi-
nus 1 € Eigenkapital = 2,201 €,

(12) Eigenkapitalquote = 1/By" = 31,2% (Minimum zur Ver-
meidung von Ruin/Insolvenz),

(13) marginale Ruinwahrscheinlichkeit = 0,2242. Gesamte
Uberlebenswahrscheinlichkeit = 1

Die oben gezeigten Renditen stellen die Vermdgensverande-
rungen je Anlage ohne Leverageeffekte dar. In der Stichpro-
be enthaltene Gewichtungen absoluter Daten durch zeit-
abhangige Effekte (Wachstum) wurden durch die relative Er-
hebung eliminiert. Um das Beispiel nicht zu iiberlasten, wird
auf den Ansatz zur Erstellung der Verteilung der Renditen
hier nicht weiter eingegangen. Abb. 6 verdeutlicht den Effekt
der Optimierung fiir den Fall 1), wenn zum Beginn der Total-
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Abb. 6

periode Fremdmittel von 2,201€ aufgenommen werden, so
dass das anfingliche Risikokapital insgesamt dann 3,201€
betragt.

Ein Eigenkapital Xy von 1 € entwickelt sich durch den
Einsatz von Fremdmitteln i.H.v. 2,201 € durch Wieder-
anlage des jeweiligen Restvermogens Xy.; fiir k = 1...n auf
Xy = 13,8€. Die marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit U’
ist dabei stets groBer als die marginale Ruinwahrscheinlich-
keit L’. Denn der fir U > L’ zuldssige Verlust von 10,4
Prozent der gesamten Kapitalanlage nach Zeile (9) wird in
keinem Fall k erreicht. Nach Abzug der Fremdmittel von
2,201 € betragt das Endvermogen 13,8 €-2,201 € bzw.
netto 11,599 €. Ohne Fremdmittel erreicht das Vermogen
X, nur 4,31 Werteinheiten. Der grote absolute Verlust V, in
der Periode k = 23, betragt 7,29 Prozent. Durch die in den
Xx1 enthaltenen Fremdmittel erreicht das Vermogen Xy
9,2 € und mindert sich durch den Verlust um 7,29 Prozent
auf 8,53 €. Nach Abzug der Fremdmittel ergeben sich 8,53
€ brutto minus 2,201 € Fremdmittel dann 6,999 € netto.
Das alternative Vermogen Xy.q ohne Fremdmittel hat sich im
k = 23. Fall von 2,87 € auf 2,66 € ermaligt. Der absolute
Verlust ist ohne Fremdmittel zwar geringer aber das
erreichte Vermogen Xy ist so niedrig, dass es nach dem
Verlust 2,66 € betragt gegeniiber dem durch Fremdmittel
gehebelten Vermogen von netto 6,999 € in der gleichen
Periode. Fazit: Die gesamte Ruinwahrscheinlichkeit des
Vermogens ist bei dieser Strategie fast null”. Der
intertemporare Vermogenserhalt, bzw. die Bedingung, dass
die marginale Uberlebenswahrscheinlichkeit U’ aller Ver-
mogensstande im Zeitablauf stets grofer als die marginale
Ruinwahrscheinlichkeit L’ ist, ist demnach modellimmanent
sichergestellt.

Trotz der relativ guten Performance der Anlagestrategie
zeigt das Ergebnis, dass die Eigenkapitalquote fiir die reali-
sierten Risikoinvestments fast ein Drittel des Anlagebetrages

19 Vgl. Scholtz 2005 a.a.0. S. 94 ff. Die Ruinwahrscheinlichkeit ist Ln# bzw.
3,56 x 107 fiir n# = In(X/Xy)/py = 14,55, u, =-0,02574 mit X;, dem Betrag
der Fremdmittel i.H.v. 2,201 € und dem gesamten eingesetzten gehebel-
ten Kapital X, i.H.v. 3,201 € mit L = 0,2242. Die Differenz von X;-X, =1 €
ist das vom Anleger eingesetzte ruingefihrdete eigene Vermégen. Beim
Einsatz von Derivaten, oben als 2). Frage formuliert, sind die Renditeer-
gebnisse noch eindeutiger. Die mit dem Faktor 3,201 je Anlageentschei-
dung gehebelten Renditen fithren dann zu einem Endvermdgen von
62,34 € mit einer Ruinwahrscheinlichkeit von 5,08 x 107, Sie ist damit
fast sicher 0. Hierbei wurde n# = 56 fiir In(0.01/1)/(u, x 3,201) verwandt.
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zur Vermeidung eines latenten Insolvenzrisikos bzw. einer
latenten Ruintendenz betragen muss?.

VII. Schlussfolgerungen

Das vorgestellte Modell liefert mit der GroBe des in Risi-
koanlagen héchstens anzulegenden Betrages By  fiir k =
1,..,n jenen Parameter, der fiir eine dauerhafte positive
Vermogensentwicklung ruinose Entwicklungstendenzen
modellimmanent ausschlieft. Im Rahmen der Uberprii-
fung bestehender Risiken sind dabei die Voraussetzungen
fir die Berechnung von By  ebenfalls zu aktualisieren.
Hierbei erscheint zur Schiatzung des zukiinftigen Pfades
der Vermogensentwicklung bei ,normaler” Geschiftsent-
wicklung eine Analyse der Mischverteilung der Ereignisse
der Vermogensveranderungen nach bestimmten Risiko-
gruppen hinreichend. Andert sich der Strategiemix bei
der Anlage in Risikoinvestments grundlegend, dann sind
jedoch detailliertere Uberpriifungen der Voraussetzungen
erforderlich. Bei zu erwartenden ansteigenden Volatilita-
ten der Ergebnisse sind diese im Ansatz zu beriicksichti-
gen.

Das Modell liefert auch Entscheidungsgrundlagen bei
Fremdmittelaufnahmen oder bei Anlagen in Derivate. Ei-
gene Berechnungen fiir die Jahre 2006/2008 zeigen z.B.,
dass selbst bei Anlagestrategien mit relativ hohen Ge-
winnwahrscheinlichkeiten ein Fremdmitteleinsatz oder An-
lagen in Derivate nur mit einem Hebel bis zum 3.2-fa-
chen des Eigenkapitals bzw. des Underlyings zuldssig wa-
ren. Dies entspricht bei Risikoinvestments mit Fremdmit-
teln einer notwendigen Eigenkapitalquote von etwa einem
Drittel.
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VIIl. Zusammenfassung

Der Ansatz analysiert die mathematischen Einflussgrofen,
die bei risikobehafteten Investments zur Maximierung eines
Endvermogens bei gleichzeitiger Vermeidung von Ruinten-
denzen zu beriicksichtigen sind. Danach muss die Gewinn-
wahrscheinlichkeit von Risikoinvestments eine kritische Gro-
Re iiberschreiten. Weiterhin darf nur ein definierter Hochst-
betrag risikoreich investiert werden. Bei Investments mit ge-
ringeren Gewinnwahrscheinlichkeiten oder hoheren Einsatz-
betrdgen als den optimalen ist die marginale Ruinwahr-
scheinlichkeit gréBer als die marginale Uberlebenswahr-
scheinlichkeit. Es besteht dann eine latente Ruintendenz und
Gefahrdung der Solvenz. Das Erreichen eines maximalen
Endvermogens oder auch nur eines hohen Vermogens ist so-
mit tendenziell gefahrdet. Bei geringeren Einsiatzen und ho-
heren Gewinnwahrscheinlichkeiten als den optimalen oder
bei strikter Einhaltung der Strategie ist dagegen auch zwi-
schenzeitlich eine hohe Wachstumsrate des Vermogens zu
erwarten. Der Ansatz eignet sich damit neben der Bestim-
mung von Anlagehochstbetragen flir bestimmte Strategien
auch zur Ableitung von Kontrollparametern im Rahmen des
Risikomanagements und zur Sicherung der Solvenz.

20 Bei der Anlagestrategie handelt es sich um einen marktneutralen Zwei-
faktoransatz mit Handelsergebnissen am deutschen Wertpapiermarkt von
Juli 2006 bis Juli 2008. Die Ergebnisse erstrecken sich etwa zur Halfte auf
den Zeitraum der Finanzkrise. Vgl. Scholtz, H. D., 2008: Risikoreduzie-
rung bei Anlagen in Hebelprodukte -Portfoliooptimierung mit einem or-
thogonalen Zweifaktormodell. Risiko Manager, Nov., 23, S. 1,6-16 sowie:
The Anomality of Betas and the Impact on the Continuation Effect: An Ap-
proach of Eliminating the Special Risk of Anomality, http://ssrn.com/abs-
tract =1274191. (D1d. 26.10.2008).

505





